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1 基礎
OTに関する基礎的な参考文献 [1, 2, 3]

2 結果
2.1 OT for Variational DA

[4]は状態空間を関数空間で定め，関数間距離にWasserstein を使った目的関数で変分法を考
えた．目的関数の勾配を OTに性質を使って計算した．
分布としてどうかできていない．誤差解析をできないのが課題．最適化問題のWell-posedness

（解の一意存在等）がわかっていない．
Ω ⊂ Rd を凸で有界な閉集合とする．状態空間を

P(Ω) = {ρ ≥ 0 |
∫
Ω

ρ(x)dx = 1}

ととる．
ρ0, ρ1 ∈ P(Ω)に対して，Wasserstein距離は流体力学的定式では

W(ρ0, ρ1)
2 = min

(ρ,v)∈C(ρ0,ρ1)

∫ ∫
[0,1]×Ω

ρ(x, t)|v(x, t)|2dtdx
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で与えられる．ただし，

C(ρ0, ρ1) =

 ∂tρ+ div(ρv) = 0,
(ρ,v) s.t. ρ(t = 0) = ρ0, ρ(t = 1) = ρ1,

ρv · n = 0 on ∂Ω


とする．また，最適な輸送の測度場は以下の Hamilton-Jacobi 方程式を満たす Φ を用いて
v(x, t) = ∇Φ(x, t)と勾配でかける．

∂tΦ+
|Φ|2

2
= 0.

さらに，Kantrovichポテンシャル Ψ(x)という関数を
Ψ(x) = −Φ(t = 0, x)

と定義するとWasserstein距離は

W (ρ0, ρ1)
2 =

∫
Ω

ρ0(x)|∇Ψ(x)|2dx

と書ける．
次に，[5]を参照して接空間を ρ0 ∈ P に対し

Tρ0P = {η ∈ L2(Ω) s.t. η = − div(ρ0∇Φ) with Φ s.t. ρ0
∂Φ

∂n
on ∂Ω}

と定めている．直感的には ηは連続の式を満たすような ∂tρに対応すると考えられる．この空間
において，L2 内積 ⟨·, ·⟩2 とWasserstein内積 ⟨·, ·⟩W を

⟨η, η′⟩W =

∫
Ω

ρ0∇Φ · ∇Φ′dx

と定めている．∥η∥2W は η 動かした時の運動エネルギーに対応する．

Theorem 2.1 (Theorem 8.13 [1]). ρ0, ρ1 ∈ P(Ω)と η ∈ Tρ0
P に対して，十分小さい ϵ > 0を

取れば
1

2
W (ρ0 + ϵη, ρ1)

2 =
1

2
W (ρ0, ρ1)

2 + ϵ⟨η,Ψ⟩2 + o(ϵ)

が成り立つ．ただし，Ψは Kantrovichポテンシャル．

2.2 Ensemble DA with W-distance

[6]は事前分布と観測分布の補完をWasserstein 距離を用いて定義した．事前分布と観測分布
を Dirac測度で表している．OT的最適化時にはエントロピー正則化を行なっている．同化後も
分布のサポート点数を保つため multinomial sampling schemeを使っているらしい．
観測が分布として得られている必要がある．誤差解析をできていない．補完比率や正則化パラ
メータに対する解析がない．
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