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1. 導入
現代の気象予測において，大気モデルの数値シミュレーションは極めて重要な役割を

果たしている．しかしながら，初期状態が十分な解像度で推定された場合であっても，大
気のカオス的特性により，シミュレーションの値は時間の経過とともに真の状態から乖
離することがある．すなわち，初期状態に加えられた微小な摂動が，決定論的な時間発
展の過程で指数関数的に成長しうることが知られている [50, 66]．この特性は，大気運動
の長期的予測の困難性を引き起こす要因の一つである．したがって，シミュレーション
の値を観測データを用いて修正することが必要となる．このようなアプローチはデータ
同化（data assimilation）として知られている．気象学および海洋学におけるデータ同化
の動機や課題については，[34, 50]を参照されたい．
シミュレーションの値を補正する単純な方法として，それを観測データで置き換える手

法が考えられる．しかしながら，この方法は以下の 2つの理由により現実的ではない．第
一に，観測データは数値シミュレーションを初期化するには解像度が不十分である [28]．
したがって，低解像度の観測データから高解像度の状態を再構築する必要がある．第二
に，観測データには常に測定ノイズが含まれている．そのため，ノイズを含む観測デー
タから状態を推定する際の不確実性を定量化する必要がある [80]．以上の理由から，状
態推定はしばしばベイズ逆問題として定式化される [26, 76]．このアプローチでは，推定
は確率分布として表現される．さらに，数値モデルが事前分布を与え，それは観測デー
タとベイズの定理を用いて事後分布へと更新される．データ同化をベイズ逆問題として
数学的定式化については，[63, 76, 78]の標準的な教科書を参照されたい．
モンテカルロ法は，ベイズ逆問題における基本的なアプローチであり，無限に多くの

サンプルを用いることで事後分布を復元する手法である [63, 76]．しかしながら，高次元
の状態空間において事後分布全体を評価することは，計算コストの観点から現実的では
ない．この課題を回避するための一つのアプローチとして，事後確率分布の最大化点で
ある最大事後確率推定（MAP推定）を求める方法がある．これはデータ同化の文脈にお
いて変分法と呼ばれている [63, 76]．もう一つのアプローチは，事後分布の平均値と共
分散のみを評価する方法である．これらの 2つのアプローチは，状態の発展と観測作用
素が線形写像で表され，全てのノイズがガウス分布に従う場合，最小二乗法と等価とな
る．この場合に対応する逐次データ同化アルゴリズムがカルマンフィルタ（KF）である
[4, 24, 49]．しかしながら，例えば地球流体の運動は通常，非線形ダイナミクスでモデル
化される．このような場合には，カルマンフィルタの非線形拡張としてアンサンブルカ
ルマンフィルタ（EnKF）が提案されている [34]．EnKFは，アンサンブルと呼ばれる有
限個の状態ベクトルの組を用いて平均値と共分散を近似する．EnKFは，モンテカルロ
法と最小二乗法のハイブリッドアプローチであり，少数のアンサンブルメンバーを用い
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て状態推定における不確実性を表現する．この手法は，地球物理学における高次元かつ
非線形システムのデータ同化問題に幅広く適用されている [20, 34, 50]．
アンサンブルカルマンフィルタ（EnKF）には，主に 2つの実装が知られている．確率論

的手法である観測摂動法（perturbed observation method, PO法）[19, 33]と，決定論的
手法であるアンサンブル平方根フィルタ（ensemble square root filter, ESRF）[5, 14, 86]

である．数学解析により，PO法と ESRFに共通するいくつかの基本的性質が明らかに
されている [51, 58, 70, 88, 89]．例えば，アンサンブルの有界性や，線形システムかつガ
ウスノイズの場合における大アンサンブルの極限でカルマンフィルタ（KF）に収束する
性質が挙げられる．しかしながら，誤差解析に関しては，PO法についてのみ得られてお
り [54]，ESRFについては未解明のままである．したがって，EnKFの理論的解析を発
展させるためには，ESRFに関する誤差解析を行うことが必要である．
データ同化の数学解析におけるもう一つの課題は，モデルダイナミクスの定式化であ

る．地球流体の運動は，しばしばナビエ-ストークス方程式のような散逸的な偏微分方程
式（PDE）によってモデル化される [23, 38]．これらの方程式は無限次元の状態空間上
で定義される．さらに，地球流体のカオス性は，気象予測において本質的な研究対象で
ある．モデルダイナミクスにこれらの性質を取り込むために，ヒルベルト空間上の散逸
力学系を考える．典型的な解は有界な軌道を持ち，グローバルアトラクタと呼ばれるコ
ンパクトな不変集合上でカオス的挙動を示す．モデルダイナミクスは無限次元空間で定
式化され，数値計算のために離散化されることで有限次元系となる [27]．
これまでに，EnKFの数学解析における 2つの課題を紹介した．これに基づき，本論

文は以下の 3つのテーマを議論することを目的とする．第一に，モデルダイナミクスの
さまざまな定式化における EnKFの解析結果を概観する．第二に，散逸力学系に適用さ
れる ESRFの誤差解析を証明する．これが本論文の主要な貢献である．最後に，さまざ
まな定式化における結果を比較しつつ，EnKFの数学解析における将来的な研究の方向
性を示す．
本論文の構成は以下の通りである．節 2では，記法を導入し，関数解析，測度論，ベイ

ズ推論，およびヒルベルト空間上の力学系の理論を概観する．節 3では，データ同化問
題をさまざまな定式化に基づいて定義する．これらは，確率論的／決定論的，有限次元
／無限次元，および離散時間／連続時間のシステムによって分類される．節 4では，逐
次データ同化アルゴリズムである KFと，EnKFの各手法を概観する．また，これらを
実装の観点から検討する．節 5では，散逸力学系の解析と，地球流体に関連するいくつ
かの具体例を示す．節 6では，EnKFの数学解析を説明する．ここでは，PO法の誤差解
析および EnKFの基本的な解析結果を概観する．節 7では，本論文の主たる結果を説明
する．散逸力学系に対する ESRFの誤差評価を与えるとともに，数値例を用いてその解
析を検証する．節 8では，本論文の結果をまとめ，将来の研究方向について議論する．
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2. 準備
2.1 記法
大文字（例: U）は確率変数を表し，小文字（例: u）はその実現値または決定論的変

数を表すものとする．自然数 n ∈ N に対し，u ∈ Rn は列ベクトルであると仮定する．ベ
クトル u ∈ Rnに対し，ui はその i 番目の要素を表し，u∗ は u の転置を表すものとす
る．また，太字（例: U や u）はベクトルの組を表すものとする．

2.2 関数解析
ヒルベルト空間上での状態推定問題を扱うため，関数解析の理論に関するいくつかの

基本事項を振り返る．この節における詳細および証明については，入門的な教科書 [25]

を参照されたい．

2.2.1 基礎理論

内積 〈 · , · 〉とそれに対応するノルム |·|を備えたヒルベルト空間をHとする．ヒルベル
ト空間Hがユークリッド空間の場合も同じ記法を用いる．ここで，ヒルベルト空間は可分
であると仮定し，IHをH上の恒等作用素とする．別のヒルベルト空間Gに対し，L(H,G)
は，Hから Gへの有界線形作用素の空間を表す．作用素 A ∈ L(H) := L(H,H) に対し，
|A|L は A の作用素ノルム，Ran(A) は A の像，A∗ は A の随伴作用素を表す．ヒルベル
ト空間の元 u, v ∈ H に対し，それらの積 u⊗ v ∈ L(H) を u⊗ v : H 3 w 7→ u 〈v, w〉 ∈ H
によって定義する．これは uv∗ = u⊗ v と等価である．作用素 U ∈ L(H) がユニタリで
あるとは，U∗U = UU∗ = IH を満たすことをいう．A∗ = A を満たす L(H) の自己共役
作用素の集合を Lsa(H)と書く．以下では，Lsa(H) における重要な概念を定義する．

定義 2.1. A ∈ Lsa(H) とする．

(a) A が半正定値であるとは，任意の u ∈ H に対して 〈u,Au〉 ≥ 0 を満たすときにい
い，これを A � 0 と表す．

(b) A が正定値であるとは，ある定数 c > 0 が存在して，任意の u ∈ H に対して
〈u,Au〉 ≥ c|u|2 を満たすときにいい，これを A � 0 と表す．

注意 2.2. 定義 2.1 の (b) は，正定値性の通常の定義とは異なる点に注意が必要である．
通常，(b)は「下に有界」と呼ばれ，それから A が可逆であることが従う．
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半正定値 A ∈ Lsa(H) に対して，平方根 A
1
2 � 0 は一意的に定義される [25]．した

がって，A � 0 のとき，H 上に重み付きノルム | · |A = |A−1/2 · | を定義する．また，
A,B ∈ Lsa(H) に対して，順序 A � (または �)Bは A−B � (または �) 0を意味する
ものとする．作用素ノルムを評価するために次の不等式を用いることができる．

補題 2.3 ([25]). A � B のとき，|A|L ≥ |B|L が成り立つ．

線形作用素 A : H → H に対して，そのスペクトルを次のように表す．

σ(A) = {λ ∈ C | (λI −A)−1 /∈ L(H)}.

また，レゾルベントを次のように定義する．

ρ(A) = C \ σ(A).

自己共役作用素A ∈ Lsa(H)について，σ(A) ⊂ R が成り立つ．さらに，A � 0の場合は
σ(A) ⊂ [0,∞) となる．作用素A のスペクトル半径を次のように定義する．

r(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|.

一般に，r(A) ≤ |A|L が成り立つ，すなわち，任意の λ ∈ σ(A) に対して |λ| ≤ |A|L で
ある．したがって，逆を取ることで |λ| > |A|L ならば λ ∈ ρ(A) が成り立つ．正規作用
素に対して，以下の事実はよく知られている．

命題 2.4 ([25]). A ∈ L(H) が正規作用素，すなわち AA∗ = A∗A を満たす場合，次が成
り立つ．

r(A) = |A|L.

なお，A が自己共役またはユニタリである場合，A は正規作用素である．
次に，自己共役作用素の積のスペクトルに関する評価について述べる．

命題 2.5 ([43]). A,B ∈ Lsa(H) かつ B � 0とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) σ(AB) = σ(BA) = σ(B
1
2AB

1
2 )．

(2) A � 0 の場合，σ(AB) ⊂ [m(A)m(B),M(A)M(B)] となる．ただし，m(A) =

inf σ(A),M(A) = supσ(A)．

次に，A ∈ L(H)の逆作用素の作用素ノルムを評価するための補題を示す．

補題 2.6. A ∈ L(H)に対し，σ0 = infλ∈σ(A) |λ| > 0ならば，A−1 ∈ L(H)であり，以下
が成り立つ．

|A−1|L ≤ 1

σ0
. (2.1)
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この証明のために，以下の補題を準備する．

補題 2.7. A ∈ L(H)に対し，λ ∈ σ(A)ならば，任意の v ∈ Hに対して

|Av| ≥ |λ||v| (2.2)

が成り立つ．

Proof. 背理法によって証明を行う．v ∈ Hに対して

|Av| < |λ||v| (2.3)

を満たすものが存在すると仮定する．この仮定は |A|L < |λ|を意味し，したがってλ ∈ ρ(A)

が成り立つ．しかし，λ ∈ σ(A)という仮定と矛盾する．よって，(2.3) は偽であり，(2.2)

が成り立つ．

補題 2.6 の証明. σ0 > 0 から 0 ∈ ρ(A)が成り立ち，したがって A−1 ∈ L(H) である．
|A−1|L = sup|u|=1 |A−1u|であることを思い出すと，|u| = 1 を満たす任意の u ∈ H に対
し，補題 2.7から次が成り立つ．

1 = |u| = |AA−1u| ≥ σ0|A−1u|.

よって，

|A−1u| ≤ 1

σ0

が成り立ち，これにより (2.1)が示された．

2.2.2 コンパクト作用素

線形作用素K : H → G がコンパクトであるとは，有界列 (un)n∈N ⊂ Hに対して，列
(Kun)n∈N ⊂ Gが収束部分列を含むときにいう．コンパクト作用素の空間をK(H,G)，お
よびK(H) = K(H,H)と表す．無限次元空間上のコンパクト作用素を考える際に次の事
実が重要となる．

命題 2.8. dim(H) = ∞とする．K ∈ K(H)ならばK−1 /∈ L(H)が成り立つ．

この命題から，A,A−1 ∈ L(H)ならばA /∈ K(H)が導かれる．例えば，IH /∈ K(H)と
なる．自己共役かつコンパクトな作用素はユニタリ対角化可能であり，次のようなスペ
クトル分解を持つ．
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命題 2.9 (スペクトル定理). K ∈ Lsa(H)∩K(H)とする．このとき，固有値 (λn)n∈N ⊂ R
と，それに対応する正規直交基底 (ϕn)n∈N ⊂ Hが存在し，次が成り立つ．

K =
∑
n∈N

λnϕn ⊗ ϕn.

さらに，次の系が得られる．

系 2.10 (特異値分解). K ∈ K(H)とする．このとき，K∗K � 0かつKK ∈ Lsa(H)∩K(H)

が成り立つ．したがって，(sn)n∈N ⊂ [0,∞)と，正規直交基底 (ϕn)n∈N ⊂ Hが存在し，
次が成り立つ．

K∗K =
∑
n∈N

s2n, ϕn ⊗ ϕn. (2.4)

ここで，(sn)n∈NはK の特異値と呼ばれる．

コンパクト作用素の重要なクラスとして，トレースクラス作用素を導入する．

定義 2.11. T ∈ K(H)について，次を満たすとき，T はトレースクラスであるという．

Tr |T | :=
∑
n∈N

sn(T ) < ∞. (2.5)

ここで，(sn(T ))n∈N は T の特異値を表す．トレースクラス作用素の集合を K1(H)と表
記する．さらに，T � 0の場合，T のトレースを次で定義する．

TrT := Tr |T |.

このトレースの定義は，行列におけるトレースの定義と一致する．次の補題が成り立つ．

補題 2.12 ([25]). A ∈ L(H)，B ∈ K1(H)のとき，次が成り立つ．

Tr |AB| ≤ |A|LTr |B|.

コンパクト作用素のもう一つの重要なクラスとして，ヒルベルト-シュミットクラスが
挙げられる [25]．

定義 2.13. 作用素A ∈ L(H)が次を満たすとき，Aはヒルベルト-シュミット作用素と呼
ばれる．

|A|HS =

(∑
i∈N

|Aϕi|2
) 1

2

< ∞.

ここで，(ϕi)i∈NはHの正規直交基底である．
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2.2.3 摂動論

この論文では，行列の固有値問題に関する摂動論を用いる．

命題 2.14 ([52, 77]). 自然数N ∈ Nと区間 I ⊂ Rに対し，行列値関数 I 3 t 7→ S(t) ∈
RN×N が自己共役であり，連続的に微分可能であると仮定する．このとき，S(t)の固有
値 λn(t)（n = 1, . . . , N）が I 上で連続的に微分可能である．

次の補題は，節 7におけるフィルタリングアルゴリズムの解析において用いられる．

補題 2.15 ([30, 32]). 命題 2.14と同じ条件を仮定する．このとき，区間 I 上にユニタリ
行列値関数 U(t)が存在し，次を満たす．

d

dt
λn(t) =

[
U(t)∗

(
d

dt
S(t)

)
U(t)

]
nn

.

なお，一般には U(t)は微分可能ではない [32]．

2.3 線形作用素に対する計算
2.3.1 ベクトルのアンサンブル

アンサンブル数m ∈ Nとし，状態ベクトル v(k) ∈ H（k = 1, . . . ,m）からなる集合を
アンサンブルと呼ぶ．アンサンブルを表す記法として，V = [v(k)]mk=1 ∈ Hmを用いる．
もしH = Rl（l ∈ N）であれば，V は Rl×mに属する行列に等しい．
アンサンブルU = [u(k)]mk=1と V = [v(k)]mk=1 ∈ Hmについて，ℓ2ノルム |U |2を次で

定義する：

|U |2 =

(
1

m

m∑
k=1

|u(k)|2
) 1

2

. (2.6)

また，積UV ∗ ∈ L(U)およびU∗V ∈ Rm×mを以下のように定義する：

UV ∗ =

m∑
k=1

u(k) ⊗ v(k), U∗V =
[〈

u(i), v(j)
〉]m

i,j=1
. (2.7)

同じベクトル u ∈ Hのみからなるアンサンブルを u1 = [u, . . . , u] ∈ Hmと表し，ここ
で 1 = (1, . . . , 1) ∈ (Rm)∗とする．このとき，|u1|22 = |u|2が成り立つ．
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さらに，x ∈ Rm，T ∈ Rm×m，およびA ∈ L(H)に対して次を定義する：

Ux =

m∑
k=1

xku(k) ∈ H,

u+U = u1+U = [u+ u(k)]k = 1m ∈ Hm,

UT =
[∑

l = 1mu(l)Tl,k

]
k = 1m ∈ Hm,

AU =
[
Au(k)

]
k = 1m ∈ Hm.

アンサンブル V = [v(k)]mk=1 ∈ Hm に対し，v = 1
m

∑m
k=1 v

(k) をアンサンブル平均，
dV = [v(k) − v]mk=1 ∈ Hmをアンサンブル摂動と呼ぶ．このとき，アンサンブル V は平
均と摂動に分解され，次が成り立つ：

V = v1+ dV .

（不偏）アンサンブル共分散 Covm(V ) ∈ Lsa(H)は次で定義される：

Covm(V ) =
1

m− 1
dV dV .

この共分散について，Covm(V ) = Covm(dV )および Covm(V ) � 0が容易に確かめら
れる．

補題 2.16. アンサンブル V ∈ Hmの任意の摂動 dV に対して，次が成り立つ．

dV 1∗ = 0 ∈ H. (2.8)

Proof. (2.8)はアンサンブル平均の定義から得られる．

dV 1∗ =
m∑
k=1

(v(k) − v) · 1 = m

(
1

m

m∑
k=1

v(k) − 1

m

m∑
k=1

v

)
= m(v − v) = 0.

次に，アンサンブル V ∈ Hmの ℓ2ノルム (2.6)の同値な表現を示す補題を示す．

補題 2.17. アンサンブル V ∈ Hmの ℓ2ノルムについて，次が成り立つ．

|V |22 =
1

m
TrV ∗V =

1

m
TrV V ∗ = |v|2 + |dV |22. (2.9)

Proof. 最初の等式は |V |2の定義から導かれる．

|V |22 =
1

m

m∑
k=1

|v(k)|2 = 1

m

m∑
k=1

〈
v(k), v(k)

〉
=

1

m
TrV ∗V .
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Hの完全正規直交基底 (ϕi)i∈Nを取ると，次が成り立つ．

|V |22 =
1

m

m∑
k=1

|v(k)|2 = 1

m

m∑
k=1

∑
i∈N

〈
v(k), ϕi

〉2
=

1

m

∑
i∈N

m∑
k=1

〈
v(k), ϕi

〉2
=

1

m

∑
i∈N

m∑
k=1

〈
ϕi, (v

(k) ⊗ v(k))ϕi

〉
=

1

m
TrV V ∗.

補題 2.16の関係式 dV 1∗ = 0より，V V ∗ = v11∗v∗ + dV dV ∗ = mv, v∗ + dV dV ∗が成
り立つ．よって， 1

m TrV V ∗ = |v|2 + |dV |22が得られる．

2.3.2 逆作用素

作用素の逆行列を計算するために，次の技術的な補題を用いる．その他の同値な式に
ついては [44, 75]を参照されたい．

補題 2.18 (Woodbury identity [39, 80]). ヒルベルト空間 H1,H2 と，線形作用素 A :

H1 → H1, B : H1 → H2, C : H2 → H2, D : H2 → H1を考える．A,C,A+BCDが可逆
であるならば，次が成り立つ．

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 +DA−1B)−1DA−1. (2.10)

恒等作用素を I = IHと表す．以下の補題を示す．

補題 2.19. A ∈ L(H)とする．I +Aが可逆であるならば，次が成り立つ．

(I +A)−1 = I − (I +A)−1A. (2.11)

さらに，A ∈ Lsa(H)かつA � 0の場合，次が成り立つ．

0 � A(A+ I)−1 = (A+ I)−1A � I, 0 � (A+ I)−1 � I. (2.12)

Proof. (2.11)は次のように確認される．

LHS = (I +A)−1(I +A−A) = I − (I +A)−1A.

(2.12)について，(2.11)からA(A+ I)−1 = (A+ I)−1Aが得られる．不等式はスペクト
ル写像定理 [25]より従う．

補題 2.20. Γ : H → Hを可逆作用素，V ∈ Hmとする．このとき，V V ∗ + Γは可逆で
あり，次が成り立つ．

(I + V ∗Γ−1V )−1V ∗Γ−1 = V ∗(V V ∗ + Γ)−1. (2.13)

さらに，

(I + V ∗Γ−1V )−1 = I − V ∗(V V ∗ + Γ)−1V. (2.14)
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Proof. V V ∗ � 0および Γ � 0より，V V ∗ + Γは可逆である．このとき，

V ∗Γ−1(V V ∗ + Γ) = V ∗Γ−1V V ∗ + V ∗ = (I + V ∗Γ−1V )V ∗,

が成り立ち，(2.13)が得られる．
(2.14)について，(2.13)を用いると，

(I + V ∗Γ−1V )−1V ∗Γ−1V = V ∗(V V ∗ + Γ)−1V.

したがって，

I − V ∗(V V ∗ + Γ)−1V = I − (I + V ∗Γ−1V )−1V ∗Γ−1V = (I + V ∗Γ−1V )−1

が成り立つ．ここで，最後の等式は (2.11)から従う．

補題 2.21. A ∈ L(H)を可逆とする．U ∈ L(H)がユニタリであれば，次が成り立つ．

UA−1U∗ = (UAU∗)−1.

また，対角行列 Σ � 0に対して，次が成り立つ．

ΣA−1Σ = (Σ−1AΣ−1)−1.

Proof. U−1 = U∗ および Σが可逆であることを用いると，いずれの等式も可逆作用素
A,B ∈ L(H)に対する (AB)−1 = B−1A−1から従う．

2.4 確率論
状態推定問題における不確実性を定量化するため，確率論が必要である．標本空間Ω，

σ-代数F，および確率測度 Pに対し，確率空間を (Ω,F ,P)とする．この確率空間に関
する期待値をE[ · ]で表す．部分集合の族E ⊂ 2Ωに対し，Eを含む最小の σ-代数を σ(E)

と表記する．ヒルベルト空間Hとそのボレル σ-代数 B(H) = σ({O ⊂ H | O : open})を
持つ可測空間 (H,B(H))を考える．確率測度の集合をM1(H)と表す．バナッハ空間X，
可測関数 f : H → X，および µ ∈ M1(H)に対して，Pettis積分の意味で

Eµ[f ] =

∫
H
f(u) dµ(u) (2.15)

と定義する [3, 80]．
µ ∈ M1(H)に対し，その平均を

ϖµ = Eµ[x] =

∫
H
x dµ(x) ∈ H, (2.16)
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共分散を

Cµ =

∫
H
(x−ϖµ)⊗ (x−ϖµ) dµ(x) ∈ Lsa(H) (2.17)

と定義する．
確率変数 U を可測写像 U : (Ω,F ,P) → (H,B(H))とする．U に対応する押し出し測

度（像測度）を PU = U∗P ∈ M1(H)とし，U に付随する σ-代数を

σ(U) = σ(U−1(E) | E ∈ B(H)) (2.18)

と定義する．
同様に，U の平均と共分散を次のように与える：

ϖU = E[U ] =

∫
H
u dPU (u) =

∫
Ω
U(ω) dP(ω), (2.19)

CU = E[(U −ϖU )⊗ (U −ϖU )]. (2.20)

部分 σ-代数 G ⊂ F に対する U の条件付き期待値を E[U |G ]と表す．
時間インデックス集合を T = N∪{0}または [0,∞) ⊂ Rとし，確率過程U : T ×Ω → H

を考える．部分 σ-代数の族 (Ft)t∈T が s ≤ t ⇒ Fs ⊂ Ftを満たすとき，これをフィルト
レーションと呼ぶ．確率過程 U に付随するフィルトレーションを次のように定義する：

FU
t = σ({U−1

s (E) ⊂ Ω | E ⊂ B(H), s ≤ t, s ∈ T }). (2.21)

さらに，U0 = u ∈ Hを条件とした期待値を

Eu[f(Ut)] = E[f(Ut) |U0 = u] (2.22)

と表す．ここで，t ∈ T，f : H → Rは可積分関数とする．
測度 µ, νが (X ,F )上の σ有限測度であり，ν � µならば，次が成り立つ [80]：∫

E
f dν =

∫
E
fρ dµ. (2.23)

ここで ρ = dν
dµ は Radon-Nikodým微分と呼ばれ，ベイズ推定において重要な役割を果

たす．
有限次元の場合を考える．l ∈ Nに対し，µ ∈ M1(Rl)が Rl上のルベーグ測度に関し

て絶対連続であるならば，Radon-Nikodým微分は確率密度関数（PDF）と呼ばれ，pµ

と表記する．同様に確率変数 U に対し，PU の PDFを pU と表記する．Rl上のガウス測
度はその PDFによって定義される．
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定義 2.22 (Rl上のガウス測度). ϖ ∈ RlおよびC ∈ Lsa(Rl)でC � 0を満たすものとす
る．平均ϖおよび共分散 C を持つガウス測度は，その PDFを次で定義される：

p(x) =
1√

detC(2π)l
exp

(
−1

2
|x−ϖ|2C

)
. (2.24)

これをN (ϖ,C) ∈ M1(Rl)と表記する．

一般の場合に戻って，以下のように確率測度間の距離を定義する．その他の距離やそ
れらの関係については [37]を参照されたい．

定義 2.23 ([80]). µ, ν ∈ M1(H)とする．全変動距離（total variation distance）は次で
定義される：

dTV (µ, ν) = sup {|µ(A)− ν(A)| | A ∈ B(H)} .

ヘリンジャー距離（Hellinger distance）は次で与えられる：

dH(µ, ν) =

∫
H

∣∣∣∣∣
√

dµ

dρ
−

√
dν

dρ

∣∣∣∣∣
2

dρ

 1
2

.

ここで，ρ ∈ M1(H)は参照測度であり，選び方によらない．

次の不等式は，測度やモーメントの差を評価する際に有用である．

命題 2.24 ([37, 80]). µ, ν ∈ M1(H)に対し，次が成り立つ：

dH(µ, ν)2 ≤ dTV (µ, ν) ≤ 2dH(µ, ν).

命題 2.25 ([80]). µ, ν ∈ M1(H)，X をノルム | · |を備えたバナッハ空間とし，f : H → X
を可測関数とする． また，Eµ[|f |2]および Eν [|f |2] < ∞であると仮定する． このとき，
次が成り立つ：

|Eµ[f ]− Eν [f ]| ≤ 2
√
Eµ[|f |2] + Eν [|f |2]dH(µ, ν).

最後に，無限次元ヒルベルト空間上の測度に関する重要な事実を振り返る．詳細につ
いては [80]の第 2章および関連文献を参照されたい．

命題 2.26 (ヒルベルト空間上のルベーグ測度 [80]). 無限次元ヒルベルト空間H上の測
度 µが，すべての平行移動に対して不変であり，かつ局所有限である（すなわち，任意
の u ∈ Hに対して，ある可測集合Ouが存在し，u ∈ Ouかつ µ(Ou) < ∞である）と仮
定する．このとき，µは零測度である．
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この命題から，H上にルベーグ測度を定義することはできない．しかし，ガウス測度
はH上において適切に定義される．

定義 2.27 (ヒルベルト空間上のガウス測度). (H,B(H))上の測度 µが，任意の連続線形
汎関数 ℓ : H → Rに対し，押し出し測度 ℓ∗µが（非退化な）R上のガウス測度であると
き，µはガウス測度と呼ばれる．

命題 2.28 (Sazanovの定理 [80]). 平均ゼロのガウス測度 µ ∈ M1(H)を考える．このと
き，共分散 Cµ ∈ K1(H)であり，次が成り立つ：

TrCµ =

∫
H
|x|2 dµ(x).

逆に，C ∈ Lsa ∩ K1(H)で，任意の x ∈ Hに対して 〈Cx, x〉 > 0が成り立つならば，H
上に共分散 Cµ = C を持つガウス測度 µが存在する．

命題 2.28は，ガウス測度の共分散がトレースクラスである必要があることを意味する．
この場合，µ = N (0, C)と表記する．さらに，ϖ ∈ HおよびX0 ∼ N (0, C)としたとき，
平行移動されたガウス確率変数Xϖ = ϖ +X0に対して，PXϖ = N (ϖ,C)と表記する．
また，共分散 C � 0を持つ退化ガウス測度についても同じ表記を用いる．

2.5 ベイズ推定
ベイズ推定は，ノイズを含む観測 yから状態 uを推定し，その不確実性をベイズの定

理に基づいて定量化するための数学的枠組みを提供する．無限次元空間における概念や
定式化の詳細については [26, 79]を参照されたい．

2.5.1 ベイズの定理

まず，ユークリッド空間H = RNuとY = RNyにおけるベイズの定理を紹介する．条件付
きPDF pY (y |u)が既知であると仮定する．たとえば，ノイズを含む観測 yが y ∼ N (u,R)

（ここでR ∈ Lsa(RNy)かつR � 0）に従う場合，pY (y |u)は (2.24)によって与えられる．

命題 2.29 (ベイズの定理 [63, 76]). 観測 y ∈ RNy に対し，U の条件付き PDFはベイズ
の公式によって次のように与えられる：

pU (u | y) =
pY (y |u)pU (u)

pY (y)
, (2.25)

ここで，pU (u)は U の PDFであり，pY (y) =
∫
RNy pY (y |u)pU (u) duである．
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ベイズ推定の文脈では，pU (u)および pU (u | y)はそれぞれ事前分布（prior）と事後分
布（posterior）と呼ばれる．
事前分布 pU (u)は，状態 uの初期推定における不確実性を表す．観測 yが与えられた

場合，事前分布 pU (u)はベイズの公式（命題 2.29）に基づき，尤度 pY (y |u)を掛けるこ
とで事後分布 pU (u | y)へ更新される：

pU (u) → pY (y |u) ∝ pY (y |u)pU (u).

事後分布 pU (u | y)は，観測 yから得られる情報を事前知識に組み込んだ後の uの推定
における不確実性を反映する．
図 1は，1次元の状態空間と観測空間におけるベイズの公式を図示している．

PriorLikelihood

Posterior

図 1: ベイズの公式

次の補題は，ガウス事後分布の明示的な公式を与える．
補題 2.30 (ガウス分布の条件付け [80]). (U, Y ) ∼ N (ϖ,C)を，平均

ϖ =

[
ϖ1

ϖ2

]
∈ RNu×Ny

および共分散

C =

[
C11 C12

C∗
12 C22

]
� 0

を持つ RNu×Ny 上の結合ガウス分布とする．条件 Y = yの下での U の条件付き分布は，
次のようなガウス分布である：

PU ( · |Y = y) ∼ N (ϖ1 + C12C
−1
22 (y −ϖ2), C11 − C12C

−1
22 C∗

12).

ガウス分布の条件付けは，データ同化におけるガウス近似アルゴリズムを構築する際
に重要である．
無限次元ヒルベルト空間上において，ルベーグ測度が存在しないことは命題 2.26によ

り示されているため，それに対する密度関数を考えることはできない．そのため，(2.25)

を事後分布が事前分布に対して持つ Radon-Nikodým微分の観点から一般化する．もし
dim(Y) < ∞であれば，事後分布を次のように定義できる．
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命題 2.31 (一般化されたベイズの公式 [26, 29, 80]). Y = RNy とし，h : H → Y を
連続写像，µ ∈ M1(Y)を観測ノイズの分布でありその PDFを pµ とする．このとき，
事後分布 µy(du) = P(du | y)は事前分布 µ0 ∈ M1(H)に対して絶対連続であり，その
Radon-Nikodým微分は次で与えられる：

dµy

dµ0
(u) ∝ exp (−Φ(u; y)) , (2.26)

ここで，Φ(u; y) = − log(pµ(y − h(u)))とする．

2.5.2 事後分布の適切性

ベイズ逆問題は，観測データに対する連続的な事後分布を与える．これは事後分布の
適切性（well-posedness）として知られている．Hおよび Y をそれぞれノルム | · |Hおよ
び | · |Y を備えた 2つのヒルベルト空間とする．ここで，ポテンシャル関数を用いて事後
分布を定義し，いくつかの仮定を課す．

仮定 2.32. Φ( · ; · ) : H× Y → Rとする．

(1) 任意の ϵ, r > 0に対して，M = M(ϵ, r) ∈ Rが存在し，次が成り立つ：

Φ(u; y) ≥ M − ϵ|u|2H, u ∈ H, |y|Y < r.

(2) 任意の r > 0に対して，K = K(r) > 0が存在し，次が成り立つ：

Φ(u; y) ≤ K, |u|H, |y|Y < r.

(3) 任意の r > 0に対して，L = L(r) > 0が存在し，次が成り立つ：

|Φ(u1; y)− Φ(u2; y)| ≤ L|u1 − u2|H, |u1|H, |u2|H, |y|Y < r.

(4) 任意の ϵ, r > 0に対して，C = C(ϵ, r) > 0が存在し，次が成り立つ：

|Φ(u; y1)− Φ(u; y2)| ≤ exp(ϵ|u|2H + C)|y1 − y2|Y , |u|H, |y1|Y , |y2|Y < r.

例 2.33. Y = RNy , H ∈ L(H,Y), および R ∈ RNy×Ny でR � 0とする．ポテンシャル
関数を次で定義する：

Φ(u; y) = |y −Hu|2R.

このとき，Φ(u; y)は仮定 2.32を満たす．この例はガウス尤度から導かれる．より一般
的な例については，[80]の第 6章を参照されたい．
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命題 2.34 (ベイズ逆問題の適切性 [26, 80]). Φが仮定 2.32を満たし，µ0がH上のガウ
ス分布であると仮定する． このとき，任意の y ∈ Y に対して，事後分布

dµy

dµ0
= Z(y)−1 exp(−Φ(u; y)), Z(y) =

∫
H
exp(−Φ(u; y)) dµ0(u),

は well-definedである．さらに，任意の r > 0に対して，ある C = C(r) > 0が存在し，
次が成り立つ：

dH(µy1 , µy2) ≤ C(r)|y1 − y2|Y , |y1|Y , |y2|Y ≤ r.

仮定 2.32の条件 (1)および (2)は，それぞれ命題 2.34における正規化定数Z(y)の有限
性と正値性を保証する．命題 2.34は，事後分布が観測データに関して局所的なリプシッ
ツ連続性を持つことを意味する．言い換えれば，ベイズ逆問題は不確実なデータから状
態をロバストに推定する枠組みを与える．命題 2.25および命題 2.34から，次の系が得
られる．

系 2.35. X をノルム | · |X を持つバナッハ空間，f : H → X を関数とする． また，
Eµ0 [|f |X 2] < ∞と仮定する． このとき，任意の r > 0に対して，あるC = C(r) > 0が
存在し，次が成り立つ：

|Eµy1 [f ]− Eµy2 [f ]|X ≤ C|y1 − y2|Y , |y1|Y , |y2|Y ≤ r.

系 2.35において，X = H，| · |X = | · |，および f(u) = uとすると，事後分布の平均
は yに関して連続であることが示される．一方，事後分布のモードは一般には yに関し
て連続ではない [63]．

2.6 力学系
データ同化における数学モデルを記述するために力学系の理論を用いる．特に，偏微

分方程式（PDE）を無限次元の力学系として考えることが重要である [59, 85]．有限次元
の力学系の理論については [53]の包括的な教科書も参照されたい．
Hをヒルベルト空間とする．力学系はH上の半群として定義される．

定義 2.36 (半群). H上の半群（semigroup）は，次の条件を満たすHからそれ自体への
写像の族 {Ψt | t ≥ 0}である：

(1) Ψ0 = idH（恒等写像）；

(2) Ψt+s = Ψt ◦Ψs，∀t, s ≥ 0；
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(3) Ψt(u0)は tおよび u0に関して連続である．

半群は，常微分方程式（ODE）または偏微分方程式（PDE）によって生成されること
が多い．たとえば，初期条件 u(0, x) = u0(x)を持つ PDEの解 u(t, x)が与えられている
とする．もし u(t, · ) ∈ Hであるならば，Ψt : H → Hを次のように定義できる：

Ψt(u0)( · ) = u(t, · ).

したがって，原則として，解が半群を生成するようにモデル方程式がwell-definedである
（すなわち，解の存在，唯一性，および初期条件に対する連続依存性が成り立つ）ことを
仮定する．ODEの場合，半群の存在に関する十分条件が次のように与えられる．

命題 2.37 (Picard-Lindelöfの定理 [59]). F : RNu → RNu が局所リプシッツ連続である
とする．すなわち，任意の r > 0に対して，L = L(r) > 0が存在し，次が成り立つ：

|F(u)−F(v)| ≤ L|u− v|, ∀|u|, |v| ≤ r.

このとき，次のODE

du

dt
= F(u), u(0) = u0 ∈ RNu ,

は [0, T )（T = T (u0) > 0）上で一意な解を持つ．

力学系の長期挙動を特徴づけるための基本的な概念を次に示す．

定義 2.38. ΨtをH上の力学系とする．

(1) X ⊂ H がすべての t ≥ 0 に対して Ψt(X) = X を満たすとき，X は不変集合
（invariant）と呼ばれる．

(2) X,B ⊂ Hが

dist(Ψt(B), X) → 0 (t → ∞)

を満たすとき，X はBを吸引する（attracts）と呼ばれる．ここで，dist(A,B) =

supa∈A infb∈B |a− b|. さらに，X がすべての有界集合B ⊂ Hを吸引するとき，X

は吸引集合（attracting）と呼ばれる．

(3) A ⊂ Hがコンパクト，不変，かつ吸引集合であるとき，A は大域的アトラクター
（global attractor）と呼ばれる．

大域的アトラクターは次の性質を満たす．
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命題 2.39 ([59]). ΨtをH上の力学系とする．

(1) 大域的アトラクターA は一意である．

(2) 大域的アトラクターA は最大のコンパクト不変集合であり，最小のアトラクター
である．

(3) 大域的アトラクターA が存在するのは，コンパクトなアトラクターが存在すると
き，かつそのときに限る．

アトラクターの存在に代えて，多くの応用ではより強い結果を示すことが可能である．

定義 2.40 (吸収集合). X ⊂ H に対して，任意の有界集合 B ⊂ H について，ある
T = T (B) ≥ 0が存在し，次が成り立つとき，X を吸収集合（absorbing set）と呼ぶ：

Ψt(B) ⊂ X, ∀t ≥ T.

注意 2.41. 命題 2.39より，コンパクトな吸収集合の存在は，大域的アトラクターの存
在を意味する．

吸収集合の存在を示すために有用な不等式として，運動エネルギー原理（kinetic energy

principle）と呼ばれる次の式がある：
d

dt
|Ψt(u0)|2 ≤ −λ|u0|2 +K, (2.27)

ここで，t ≥ 0かつ u0 ∈ Hに対して，λ,K > 0が存在する．
Gronwallの補題の結果として，次が成り立つ：

|Ψt(u0)|2 ≤ e−λt|u0|2 +
K

λ
(1− e−λt). (2.28)

これは，散逸力学系における本質的な性質である．一般に，(2.27)は次の形式のリアプ
ノフ関数 E( · ) = | · |2の存在とみなされる：

d

dt
E(ut) ≤ −λE(ut) +K, λ,K > 0. (2.29)

これらの概念は，離散時間の力学系にも適用可能である [88]．節 5では，地球流体の
重要な例を伴う散逸力学系における大域的アトラクターの存在やその他の性質について
議論する．
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3. 状態空間モデルとデータ同化
3.1 有限次元問題
3.1.1 状態空間モデル

有限次元の状態空間H = RNu と観測空間 Y = RNy（Nu ≥ Ny）を考える．真の状態
の時間発展は，次の形式の離散時間確率過程 U : N×Ω → RNu によってモデル化される
ものとする：

Un = Ψ(Un−1) + ξn, (3.1)

ここで，U0 ∈ RNu は不確定な初期状態であり，Ψ : RNu → RNu は連続写像とする．ノ
イズ列 (ξn)n∈N ⊂ RNu は独立同分布（i.i.d.）の確率誤差であり，モデリングおよび近似
誤差を表す．その平均は 0で，共分散行列はQ ∈ RNu×Nu , Q � 0で表される．
未知の真の状態に関する情報は，次の形式のノイズを含む観測 Y : N×Ω → RNy を通

じて得られる：

Yn = h(Un) + ηn, n ∈ N, (3.2)

ここで，h : RNu → RNy は連続な観測関数であり，(ηn)n∈N ⊂ RNy は確率密度関数
（PDF）pY を持つ独立同分布のノイズ列とする．
データ同化アルゴリズムを節 4で定式化するために，観測ノイズに対して次の仮定を

課す．

仮定 3.1. 任意の n ∈ Nに対し，ηn ∼ N (0, R)である．ここで，R ∈ RNy×Ny かつR � 0

とする．

理想的な設定において，データ同化アルゴリズムを解析する際には完全観測（full ob-

servation）が考慮される．

仮定 3.2 (完全観測). 状態は完全に観測される，すなわち，h = idH かつ R = r2IH

（r > 0）である． 観測関数が線形作用素H ∈ L(H,Y)，すなわち h(u) = Huである場
合，H = IHと仮定する．

数学解析に便利な連続時間での有限次元状態空間モデルを定義する．確率過程 U :

[0,∞)× Ω → RNu に対して，次の確率微分方程式（SDE）を考える：

dUt = F(Ut)dt+Q
1
2dWt, (3.3)
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ここで，F : RNu → RNu は連続写像，W = (Wt)t≥0 は Nu 次元のウィーナー過程，
Q ∈ RNu×Nu でQ � 0とする． SDEに関する詳細は，解の存在と一意性定理を含む基
本的な教科書 [73]を参照されたい．同様に，連続時間での確率的な観測を次のように採
用する：

dYt = h(Ut)dt+R
1
2dBt, (3.4)

ここで，h : RNu → RNy は連続写像，(Bt)t≥0はNy次元のウィーナー過程であり，W と
独立，R ∈ RNy×Ny でR � 0とする．仮定 3.1に対応する次の仮定を考える．

仮定 3.3. 観測ノイズの共分散は正定値である，R � 0．

3.1.2 ベイズ的データ同化問題

T = N ∪ 0または [0,∞) ⊂ Rを時間指標集合とする．確率過程 U : T × Ω → Hおよ
び Y : T × Ω → Y はそれぞれ真の状態（true state）と観測（observation）を表す．時
刻 tまでの観測を Yt = {Ys | 0 ≤ s ≤ t}と表記する．まず，観測を用いて真の状態から
の L2誤差を最小化する状態（信号）推定問題を定式化する．

定義 3.4. t ∈ T に対して，確率変数 Vt : Ω → Hが観測 Ytに基づく推定量（estimator）
と呼ばれるのは，VtがF Y

t -可測である場合である．さらに，次を満たすとき，Vtは最適
（optimal）であるという：

E[|Ut − Vt|2] = inf{E[|Ut − V |2] | V ∈ Kt}.

ここで，Kt = {V : Ω → H | V ∈ L2(Ω,P) かつ Ytに基づく推定量 }．また，L2(Ω,P)は
Ω上で Pに関して 2乗可積分な関数の空間である．状態推定問題とは，観測 Ytに基づい
て最適推定量 Vtを構築または近似することである．

次の命題は，最適推定量が条件付き期待値によって得られることを示す．

命題 3.5 (最適推定 [73]). 状態推定問題の最適推定量 Vtは次によって与えられる：

Vt = E[Ut |F Y
t ].

次に，状態推定問題のベイズ定式化を考える．この場合，推定は条件付き分布によっ
て表される．ここでは離散時間系を考える．N ∈ Nに対して，離散時間区間 0 ≤ n ≤ N

での観測の実現値を yN = {yn | 0 ≤ n ≤ N}と表記する．
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定義 3.6 (データ同化問題). 未知の真の状態を U，観測値N ∈ Nまでの観測の実現値を
yN とする．n ∈ Nに対して，確率変数 Vnを構築する問題を考える．ここで，Vnの確率
分布が yN に関する Unの条件付き確率分布に対応するようにする，PVn = PUn( · | yN )．
この問題を（ベイズ的）データ同化問題（data assimilation problem）と呼ぶ．
データ同化問題は，nとN に応じて次の 3つのタイプに分類される：

• n > N の場合は予測（prediction）；

• n = N の場合はフィルタリング（filtering）；

• n < N の場合はスムージング（smoothing）．

予測分布 PUn( · | yN ) (n > N)は，モデルダイナミクスによってフィルタ分布の押
し出しとして得られるため，フィルタリングとスムージングの問題を扱えば十分である．
定義 3.6において，これらの分布は命題 2.29のベイズ公式を用いて事後分布として得ら
れる．
多くの実世界の応用では，観測は離散時間ステップごとに得られることが多い．離散

時間のフィルタリング問題では，分布 PVn を逐次更新することが有用である．モデルノ
イズ ξnには確率密度関数（PDF）pξ があると仮定する．モデルが決定論的である場合，
すなわち (3.1)のノイズ列 (ξn)n∈Nの共分散がOである場合には，pξの代わりにディラッ
クのデルタ関数を用いる．

定義 3.7 (有限次元状態空間における逐次データ同化). U および Y がそれぞれ (3.1)お
よび (3.2)に従うとする．初期状態U0の不確定性をPDF pU0 で表す．次の逐次更新によ
り，pV0 = pU0から始めて，任意の n ∈ Nに対して厳密なフィルタ分布 pVn = pUn( · | Yn)

を得る：

(I) （予測: pVn−1 → p
V̂n
）モデルダイナミクスを用いて pVn−1 を p

V̂n
に伝播する：

p
V̂n
(v) =

∫
RNu

pξ(v −Ψ(v′))pVn−1(v
′) dv′. (3.5)

(II) （解析: p
V̂n
, yn → pVn）ベイズの公式を用いて p

V̂n
を pVn に更新する：

pVn(v) =
pY (yn | v)pV̂n

(v)∫
RNu pY (yn | v′)pV̂n

(v′) dv′
, (3.6)

ここで，pY (y |u)は u ∈ RNu に関する Y の条件付き PDFである．

(I)のステップは予測（predictionまたは forecast）ステップと呼ばれ，PV̂n(dv) = p
V̂n
(v) dv

は予測分布（predictionまたは forecast distribution）と呼ばれる．同様に，(II)のステッ
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プは解析（analysisまたは update）ステップと呼ばれ，PVn(dv) = pVn(v) dvは解析分布
またはフィルタ分布（analysisまたは filtering distribution）と呼ばれる．[63]では，定
義 3.7の 2つのステップ (I)および (II)は次のように作用素形式で表される：

PV̂n = PPVn−1 , PVn = LynPV̂n ,

ここで，P : M1(RNu) → M1(RNu) は (3.1) に関連するマルコフ遷移作用素であり，
Lyn : M1(RNu) → M1(RNu)は観測 ynを用いたベイズ更新を表している．
厳密なフィルタ分布 PVn(dv)を近似するための数値アルゴリズムを構築する必要があ

る．これについては節 4で議論する．フィルタリング問題における真の状態を推定する
ためのいくつかの階層を図 2に示す．階層 (a)：モデルダイナミクスによって生成され
る隠れた真の状態を表している．階層 (b)：真の状態からノイズを含む観測値が得られ
る．階層 (c)：モデルダイナミクスにより，真の状態の条件付き分布 PUn−1( · |yn−1)が
PUn( · |yn−1)に伝播され，観測データによって条件付けられることで PUn( · |yn)とな
る．階層 (d)：逐次データ同化プロセスにより定義される厳密なフィルタ分布 PV̂n と PVn

を表しており，階層 (c)の条件付き分布を再現している．階層 (e)：逐次データ同化プロ
セスを近似するフィルタリングアルゴリズムを説明している．近似された操作は P̃ およ
び L̃yn で表される．
フィルタ分布とスムージング分布の関係は次のように与えられる．時刻 n = N までの

観測 yN に関して，状態 v = (v0, . . . , vN ) ∈ RNu×(N+1) のスムージング分布の PDFを
pV (v |yN )とする．

命題 3.8 ([63]). 離散時間区間 0 ≤ n ≤ N におけるスムージング分布 pV (v |yN )と時刻
n = N でのフィルタ分布 pVN

(vN |yN )について，スムージング分布の vN に関する周辺
分布はフィルタ分布に等しい：∫

pV (v |yN ) dv0 . . . dvN−1 = pVN
(vN |yN ).

決定論的モデルダイナミクスの場合，全観測を用いて初期状態を推定することは，最
終状態の推定を自動的に意味する．

命題 3.9 ([63]). 決定論的モデルダイナミクス (3.1)において，Q = Oの場合，初期状態
v0のスムージング分布の押し出しは最終状態 vN のフィルタ分布に等しい：

(Ψ(N))∗ PV0( · |yN ) = PVN ( · |yN ).

ここで，Ψ(N)はΨのN 回の合成を表す．

次に，データ同化のベイズ定式化における頑健性，すなわち事後分布の観測データに対
する連続依存性について概観する．命題 2.34の結果として，スムージング分布PV0( · |yN )
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図 2: フィルタリング問題における階層．階層は (a) モデルダイナミクス, (b) 観測, (c)

条件付き分布, (d) 厳密なフィルタ分布，及び (e) 近似されたフィルタ分布である．
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の適切性（well-posedness）が，決定論的モデル（Q = O）と確率的モデル（Q 6= O）の
両方について示される [63]．これらの結果および系 2.35から，初期状態の推定値の平均

ϖ0 = E[V0 |yN ]

は yN に関して連続であることが導かれる．

3.2 無限次元問題
3.2.1 離散時間状態空間モデル

無限次元ヒルベルト空間Hを考える．離散時間確率過程 U : N × Ω → Hが次を満た
すとする：

Un = Ψ(Un−1) + ξn. (3.7)

ここで，U0 ∈ Hは不確定な初期状態，Ψ : H → Hは連続写像，(ξn)n∈N ∈ Hは独立同
分布（i.i.d.）かつ平均 0のノイズ列で，共分散Q ∈ Lsa(H)がQ ∈ K1(H)およびQ � 0

を満たすとする．観測は次の形式の確率過程 Y : N× Ω → Y で与えられる：

Yn = h(Un) + ηn, n ∈ N. (3.8)

ここで，h : H → Y は連続写像，(ηn)n∈N ⊂ Y は i.i.d.ノイズ列とする．観測空間が有限
次元の場合（Y = RNy），命題 2.31および命題 2.34における一般化ベイズ公式を用い
て，事後分布 PVn をそのラドン＝ニコディム微分の形で定義できる．この場合，仮定 3.1

のようなガウス尤度を考える．したがって，定義 3.6に従い，ベイズデータ同化問題を
考える．

定義 3.10 (無限次元状態空間における逐次データ同化). U および Y がそれぞれ (3.7)お
よび (3.8)に従うとする．Y = RNy かつ観測ノイズが仮定 3.1を満たすと仮定する．次
の逐次更新により，PV0 = PU0 から始めて，任意の n ∈ Nに対して厳密なフィルタ分布
PVn = PUn( · | Yn)を得る：

(I) （予測: PVn−1 → PV̂n）モデルダイナミクスを用いて PVn−1 を PV̂n に伝播する：

PV̂n(dv) =

∫
H
K(vn−1 dv)PVn−1(dvn−1), (3.9)

ここで，K : H× B(H) → [0, 1]は (3.7)に関連する遷移核である．
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(II) （解析: PV̂n , yn → PVn）Φ(u; y) = 1
2 |y − h(u)|2Rを用いて，一般化ベイズ公式によ

り次のように PVn ∈ M1(H)を定義する：

dPVn

dPV̂n

(v) ∝ exp(−Φ(v; y)). (3.10)

無限次元状態空間においても，命題 3.8 and 3.9と同様の関係が成り立つ [16]．さらに，
スムージング分布の well-posednessが [26]で示されている．
無限次元の観測を伴う状態空間モデルを考えることは簡単ではない．Y が無限次元で

ある場合 [58]，ノイズ共分散R � 0の正定値性はTrR = ∞を意味する．したがって，命
題 2.28より，Rは Y 上のガウス分布の共分散にはなり得ない．その結果，仮定 3.1は適
用できない．
一方，TrR < ∞の場合，Rは可逆でなくなるため，| · |R = |R− 1

2 · |はCameron-Martin

空間 Ran(R
1
2 )上でのみ定義される．この場合，事後分布 PVn の正規化定数が 0となり，

逐次的なベイズデータ同化は考えられない．無限次元空間Hと Yの両方におけるデータ
同化問題の詳細な定式化については [51]を参照．
ベイズ定式化の代わりに，定義 3.4で定義された状態（信号）推定問題を考えること

ができる．したがって，節 4でデータ同化アルゴリズムを定義するために使用される仮
定 3.1に代わる次の仮定を導入する：

仮定 3.11. 任意の n ∈ Nに対して，ηn ∼ N (0, R̃)とし，R̃ ∈ K1(Y)，R̃ � 0，R̃ � R

（R � 0）を満たす．

3.2.2 連続時間状態空間モデル

連続時間定式化について，無限次元空間での確率過程（たとえば確率偏微分方程式の
解）を扱うのを避けるため，確率論的ケースは考えない．その代わりに，無限次元力学系
を考える．これを扱うために，まずヒルベルト空間Hにおける発展方程式を導入する：

du

dt
= F(u). (3.11)

その後，次元が低い空間 Y（dim(Y) ≤ dim(H)）でノイズのない観測を考える：

y(t) = h(u(t)), (3.12)

ここで，h : H → Y は観測作用素である．ノイズのない状況におけるデータ同化問題は，
偏微分方程式のフィードバック制御に起因する [11]．制御理論の観点から，真の状態を再
構築するために，シミュレーションされた状態にどのような有限次元の制御入力が必要
か，またはその数を決定することが重要である．このような問題は，特に非圧縮性 2次
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元 Navier-Stokes方程式 [10]や非圧縮性 3次元 Navier-Stokes-alpha方程式 [2]について
研究されている．この問題については節 5でさらに議論する．
離散時間および連続時間，有限次元および無限次元，決定論的および確率論的な設定

間の関係について以下に述べる．

注意 3.12. Q 6= Oの場合，(3.1)は連続時間ダイナミクスの離散化として用いられるこ
とが多い．モデル誤差 ξnは，時間間隔 [tn−1, tn]および空間領域における離散化誤差の
累積として解釈される [20]．理論の単純化のため，ξnはしばしばガウスノイズであると
仮定される．

注意 3.13. 多くの応用では，未知の真の状態は連続時間過程としてモデル化される．し
かし，ノイズを含む観測は通常，時間間隔 τ > 0で離散時間ステップで得られる．図 3

を用いて，(3.3)と (3.1)，および (3.11)と (3.7)の関係を説明する．
決定論的ケース (3.11)（または (3.3)で Q = Oの場合）では，任意の u0 ∈ Hについ

て一意な解が存在し，それが t ≥ 0についての半群Ψt : H → Hを生成すると仮定する．
このとき，Ψ = Ψτ および Un = unτ とすれば，(3.7)（または (3.1)でQ = O）が得られ
る．詳細については [54, 82]を参照．
確率ダイナミクス (3.3)の場合，一意な解を Ũtとするとき，U0 = uから始めて，Ψt(u) =

Eu[Ũt], Ψ = Ψτ , および ξn = Ũnτ −Ψ
(
Ũn(τ−1)

)
とすれば十分である．詳細は [88]も参

照せよ．
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ODE

(3.3) with Q = O

DDS

(3.1) with Q = O

MC

(3.1)

連続時間 離散時間

半群
注意 3.13

時間離散化
注意 3.12

PDE

(3.11)

DDS

(3.7) with Q = O

半群
注意 3.13

SDE

(3.3)

MC

(3.1)

注意 3.12

MC

(3.1)

遷移核
注意 3.13

時間離散化
注意 3.12

図 3: モデルダイナミクスのさまざまな定式化間の関係．略語は次のように定義する：ODE:

Ordinary Differential Equation（常微分方程式），DDS: Discrete Dynamical System（離
散力学系），MC: Markov Chain（マルコフ連鎖），PDE: Partial Differential Equation

（偏微分方程式），SDE: Stochastic Differential Equation（確率微分方程式）．

30



4. フィルタリングアルゴリズム
4.1 カルマンフィルタ
状態空間と観測空間の次元をNu, Ny ∈ Nとし，F ∈ RNu×Nu およびH ∈ RNy×Nu と

する．離散時間，有限次元の線形ガウス系を次のように考える：

Un = FUn−1 + ξn, Yn = HUn + ηn, (4.1)

ここで，ξn ∼ N (0, Q)は誤差共分散行列 Q � 0を持つガウスノイズ，観測ノイズ ηn

は仮定 3.1を満たすとする．線形ガウス系 (4.1)は (3.1)の特殊な場合に対応する．初期
状態の不確実性は U0 ∼ N (ϖ0, P0)に従うと仮定し，ϖ0 ∈ RNu , P0 ∈ RNu×Nu であり，
P0 � 0とする．カルマンフィルタ（Kalman Filter, KF）は，Kalmanによって初めて提
案され [49]，システム (4.1)におけるフィルタ（定義 3.7）を厳密かつ明示的に表現する．

定義 4.1 (KF). ガウス分布 Vn−1 ∼ N (ϖn−1, Pn−1)が与えられているとする．カルマン
フィルタ（KF）のアルゴリズムは以下の通り．

(I) (予測: ϖn−1, Pn−1 → ϖ̂n, P̂n) 平均と誤差共分散の時間発展を計算する：

ϖ̂n = Fϖn−1, (4.2)

P̂n = FPn−1F
∗ +Q. (4.3)

(II) (更新: ϖ̂n, P̂n, yn → ϖn, Pn) 補題 2.30を用いて事後分布の平均と誤差共分散を計
算する：

ϖn = ϖ̂n +Kn(yn −Hϖ̂n), (4.4)

Pn = (I −KnH)P̂n. (4.5)

ここで，Knはカルマンゲインを表し，

Kn = P̂nH
∗(HP̂nH

∗ +R)−1. (4.6)

フィルタ分布は Vn ∼ N (ϖn, Pn)として表される．

KFの性質を説明するために線形推定の概念を導入する．

定義 4.2 (線形推定). t ∈ T に対して，確率変数 Vn : Ω → RNu が以下を満たすとき，線
形推定量と呼ぶ：

E[|Un − Vn|2] = inf{|Ṽn − Un|2 | Ṽn ∈ span(Yn)}.
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命題 4.3 (KF [4, 24, 73]). 線形ガウス系 (4.1)に対して，以下が成り立つ．

(1) 厳密なフィルタ分布 PUn( · |Yn)はガウス分布となる．

(2) 線形推定量が最適推定量を達成する．

(3) ガウス分布の平均と誤差共分散の逐次更新は定義 4.1で与えられる．

式 (4.4)はカルマン更新として知られている．以下の重要な補題は，Woodburyの公式
（補題 2.18）から得られる．

補題 4.4. 次の恒等式が成り立つ．

INu −KnH = (INu + P̂nH
∗R−1H)−1. (4.7)

Proof. 補題 2.18における (2.10)を，A = INu , B = P̂nH
∗, C = H, D = R−1として適

用すると，

(INu + P̂nH
∗R−1H)−1 = INu − P̂nH

∗(R+HP̂nH
∗)−1H = INu −KnH.

これが示すべき式である．

注意 4.5. Q,P0 � 0の場合，全ての n ∈ Nにおいて Pn, P̂n � 0が帰納法により従う．こ
れは以下の誤差共分散行列の逆行列の計算により確認される．式 (4.3)について，(2.10)

におけるA = Q, B = F , C = Pn−1, D = F ∗を用いると次が得られる．

P̂−1
n = (Q+ FPn−1F

∗)−1 = Q−1 −Q−1F (P−1
n−1 + F ∗Q−1F )−1F ∗Q−1.

式 (4.5)については，補題 4.4により次の式が得られる．

P−1
n = P̂−1

n (INu −KnH)−1 = P̂−1
n (INu + P̂nH

∗R−1H) = P̂−1
n +H∗R−1H.

これらの等式により，P̂−1
n と P−1

n を逐次計算することが可能であり，P̂nと Pnを直接評
価する必要がない．誤差共分散行列の逆行列は精度行列 (precision matrices)として知ら
れている．詳細については [63]を参照．

注意 4.6. Qが縮退していても，R � 0の場合，KFは縮退した誤差共分散行列 Pnでも
定義できる．さらに，定義 4.1は無限次元の線形ガウス系にも適用可能であり，以下の
仮定をおく．

• 線形モデル: F ∈ L(H),

• ガウスモデルノイズ: ξn ∼ N (0, Q)であり，Q ∈ Lsa(H), Q � 0,TrQ < ∞,
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• 線形観測作用素: H ∈ L(H,Y)であり，Y ⊂ H,

• ガウス観測ノイズ: ηnは仮定 3.11を満たす，

• ガウス初期不確実性: U0 ∼ N (ϖ0, P0)であり，ϖ0 ∈ H, P0 ∈ K1(H), P0 � 0．

注意 4.7 (KFの制約). KFは理論的には明快であるが，高次元かつ複雑なシステム（例
えば大気モデル）に適用する際には以下の 2つの重要な制約がある．

• KFはΨが線形であることを仮定するが，大気力学系モデルは通常非線形である．

• 状態空間の次元が非常に大きくなる（例えば 109次元）場合がある．これにより，
誤差共分散行列は 109 × 109サイズとなり，コンピュータメモリに格納するのは不
可能である．

4.2 非線形力学系への拡張
この節では，Hilbert空間 H と Y，および線形観測 h(u) = Hu (H ∈ L(H,Y)) を持

つ離散時間非線形力学系 (3.7) と (3.8) を考える．観測ノイズは 仮定 3.11 を満たすと
仮定する．初期の不確実性は U0 ∼ N (ϖ0, P0) であり，ここで ϖ0 ∈ H，P0 ∈ K1(H)，
P0 � 0 であるとする．拡張カルマンフィルタ（Extended Kalman Filter, ExKF）は，注
意 4.7 に述べた制限事項 (1) を解消するために，Ψ の線形化を用いるカルマンフィルタ
（KF）の拡張である．

定義 4.8 (ExKF). Ψ が Fréchet微分可能であると仮定し，その点 u ∈ H での導関数を
DΨu ∈ L(H) とする．事前分布 Vn−1 が平均 ϖn−1，共分散行列 Pn−1 を持つ場合，拡
張カルマンフィルタ（ExKF）のアルゴリズムは以下の通りである．

(I) （予測: ϖn−1, Pn−1 → ϖ̂n, P̂n）

ϖ̂n = Ψ(ϖn−1), (4.8)

P̂n = DΨϖn−1Pn−1DΨ∗
ϖn−1

+Q. (4.9)

(II) （解析: ϖ̂n, P̂n, yn → ϖn, Pn）

ϖn = ϖ̂n +Kn(yn −Hϖ̂n), (4.10)

Pn = (I −KnH)P̂n (4.11)

ここでカルマンゲインは次式で与えられる．

Kn = P̂nH
∗(HP̂nH

∗ +R)−1.
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定義 4.8 において，線形化された DΨ および DΨ∗ はそれぞれ接線線形モデルおよび
随伴モデルと呼ばれる．通常，高次元または複雑なモデルダイナミクスにおいて導関数
DΨ を数値的に計算することは困難である．
三次元変分法（3DVar）は，非線形予測と固定されたモデル共分散を用いたカルマン

更新を繰り返す，より簡単なアルゴリズムである．

定義 4.9 (3DVar). 定数のモデル共分散 P̂n = P0 に対して，3DVar のアルゴリズムは以
下の通りである．

(I) （予測: ϖn−1 → ϖ̂n）

ϖ̂n = Ψ(ϖn−1). (4.12)

(II) （解析: ϖ̂n, yn → ϖn）

ϖn = ϖ̂n +K(yn −Hϖ̂n) (4.13)

ここでカルマンゲイン K は以下で与えられる．

K = P0H
∗(HP0H

∗ +R)−1.

定義 4.9 のステップ (II) において，カルマンゲイン K は時間 n ∈ N に依存せず，
3DVar は最適内挿とも呼ばれる．3DVar は Ψ の導関数を計算する必要がないが，注
意 4.7 に指摘された完全共分散行列の大規模ストレージ要求という問題は依然として抱
えている．

4.3 アンサンブルカルマンフィルタ
前節と同じ状態空間モデルを考える．アンサンブルカルマンフィルタ（Ensemble Kalman

Filter, EnKF）は，アンサンブル Vn = [v
(1)
n , . . . , v

(m)
n ] ∈ Hm（サイズ m ∈ N）の経験分

布によってフィルタ分布を近似する．

PVn( · ) ≈ 1

m

m∑
k=1

δ
v
(k)
n

( · ).

ここで δu( · ) は u におけるディラック測度を表す．同様に，予測ステップの分布 PV̂n は
次のように近似される．

PV̂n( · ) ≈ 1

m

m∑
k=1

δ
v̂
(k)
n

( · ).
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ここで V̂n = [v̂
(1)
n , . . . , v̂

(m)
n ] ∈ Hm であり，各アンサンブルメンバーは非線形ダイナミカ

ルモデル (3.1)に従って進化する．モデル共分散はアンサンブル共分散 P̂n = Covm V̂n :=
1

m−1

∑m
k=1(v̂

(k)
n − v̂n)⊗ (v̂

(k)
n − v̂n) によって近似され，v̂n = 1

m

∑m
k=1 v̂

(k)
n である．EnKF

の変種は，アンサンブル Vn−1 から予測アンサンブル V̂n を得るために同じ予測ステッ
プを使用する．しかし，各変種は，予測アンサンブル V̂n と観測データ yn を用いて解析
アンサンブル Vn を生成する解析ステップにおいて異なるアプローチを採用する．EnKF

の単純かつ確率的な実装として，摂動観測（Perturbed Observation: PO）法が知られて
いる [19]．

定義 4.10 (PO). 初期アンサンブル V0 = [v
(k)
0 ]mk=1 ∈ Hm を与える． 摂動観測（PO）

法のアルゴリズムは以下の 2つのステップから成る． 任意の n ∈ N に対して，

(I) （予測: Vn−1 → V̂n） 次を計算する．

v̂(k)n = Ψ(v
(k)
n−1) + ξ(k)n , ξ(k)n ∼ N (0, Q), k = 1, . . . ,m, (4.14)

そして V̂n = [v̂
(k)
n ]mk=1 ∈ Hm を設定する．

(II) （解析: V̂n, yn → Vn） P̂n = Covm(V̂n) を設定し，ランダムな摂動を加えること
で観測を複製する．

y(k)n = yn + η(k)n , η(k)n ∼ N (0, R), k = 1, . . . ,m, (4.15)

そしてアンサンブルを更新する．

v(k)n = v̂(k)n +Kn(y
(k)
n −Hv̂(k)n ), k = 1, . . . ,m. (4.16)

ここでカルマンゲイン Kn は

Kn = P̂nH
∗(HP̂nH

∗ +R)−1 (4.17)

によって与えられる．最後に Vn = [v
(k)
n ]mk=1 ∈ Hm を設定する．この V̂n から Vn

への写像を Vn = VPO(V̂n; yn, P̂n) と表記する．

命題 4.11 (PO 法のwell-definedness [51]). R � 0 と仮定すると，PO 法は well-defined

である，すなわち HP̂nH
∗ +R は可逆である．

PO 法を直接 P̂n を評価せずに実装することが可能である．

補題 4.12. PO 法の解析ステップ (II) は，P̂n を評価せずに以下のステップで置き換え
ることができる．
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(II’) （解析: V̂n, yn → Vn） V̂n = v̂n1+ dV̂n と分解する． dŶn = HdV̂n を設定する．
y
(k)
n および v

(k)
n をステップ (II) と同様に定義し，

Kn =
1

m− 1
dV̂ndŶ

∗
n

(
1

m− 1
dŶndŶ

∗
n +R

)−1

(4.18)

を設定する．この写像を Vn = VPO′(V̂n; yn) と表記する．

Proof. 式 (4.18) は次の理由によって成り立つ．
1

m− 1
dV̂ndŶ

∗
n =

1

m− 1
dV̂ndV̂

∗
n H

∗ = P̂nH
∗

かつ
1

m− 1
dŶndŶ

∗
n =

1

m− 1
HdV̂ndV̂

∗
n H

∗ = HP̂nH
∗.

[91]で述べられているように、PO法の解析ステップで人工的なノイズを加えると、解
析分布の近似に追加の誤差が生じる．この問題を回避するため、アンサンブル平方根フィ
ルタ（Ensemble Square Root Filter, ESRF）と呼ばれる EnKFの決定論的なバージョ
ンが提案されている [5, 14, 91]．これらのアルゴリズムは、解析アンサンブルを決定論的
に生成するために行列平方根を計算する．ESRFアルゴリズムの一つの実装として、ア
ンサンブル変換カルマンフィルタ（Ensemble Transform Kalman Filter, ETKF）がある
[14]．

定義 4.13 (ETKF). 初期アンサンブル V0 = [v
(k)
0 ]mk=1 ∈ Hm を与える．アンサンブル変

換カルマンフィルタ（ETKF）のアルゴリズムは以下の 2つのステップからなる．

(I) （予測: Vn−1 → V̂n） このステップは定義 4.10の PO法のステップ (I)と同じで
ある．

(II) （解析: V̂n, yn → Vn）V̂n = v̂n1+ dV̂nと分解し，P̂n = Covm(dV̂n)を設定する．
平均を更新する．

vn = v̂n +Kn(yn −Hv̂n) (4.19)

ここで，カルマンゲインKn = P̂nH
∗(HP̂nH

∗ + R)−1 を用いる．対称行列 Tn ∈
Rm×m を次を満たすようにとる．

1

m− 1
dV̂nTn(dV̂nTn)

∗ = (IH −KnH)P̂n, (4.20)

そしてアンサンブル摂動を dVn = dV̂nTn に変換する．行列 Tn を変換行列と呼
ぶ．最後に解析アンサンブルを Vn = vn1 + dVn に設定する．この写像を Vn =

VETKF (V̂n; yn, P̂n)と表記する．
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定理 4.1 (ETKFの well-defined性 [82]). R � 0 と仮定する． 任意の V̂n ∈ Hm に対
し、(4.20) を満たす一意な対称変換行列 Tn ∈ Rm×m が存在する． この行列は次で与え
られる．

Tn =

(
Im +

1

m− 1
dV̂ ∗

n H
∗R−1HdV̂n

)− 1
2

. (4.21)

定理 4.1の証明のため，カルマンゲインKnの性質を調べる．

補題 4.14. P̂n � 0, H ∈ L(H,Y)，および R ∈ L(Y) で R � 0 とする．カルマンゲイ
ンは次を満たす：

Kn = (IH −KnH)P̂nH
∗R−1. (4.22)

また，(4.19) は次と同値である：

(IH + P̂nH
∗R−1H)vn = v̂n + P̂nH

∗R−1yn. (4.23)

Proof. 簡単のため，以下の証明では時間インデックス n を省略する． P̂ � 0 および
R � 0 であることから，R +HP̂H∗ � 0 が成り立ち，これが可逆であることがわかる．
さらに，IY +R−1HP̂H∗ = R−1(R+HP̂H) も可逆である．これは，正定値作用素の積
が正のスペクトルを持つことにより保証される（命題 2.5参照）．(2.11) および可逆な
A,B に対する (AB)−1 = B−1A−1 を用いると，以下を得る：

(R+HP̂H∗)−1 = (IY +R−1HP̂H∗)−1R−1

= [IY − (IY +R−1HP̂H∗)−1R−1HP̂H∗]R−1

= [IY − (R+HP̂H∗)−1HP̂H∗]R−1.

これより次が成り立つ：

K = P̂H∗(R+HP̂H∗)−1 = P̂H∗[IY − (R+HP̂H∗)−1HP̂H∗]R−1

= (IH −KH)P̂H∗R−1,

これは (4.22) を示している．
一方，(4.22) から次が従う：

v = v̂ +K(y −Hv̂) = (IH −KH)v̂ +Ky = (IH −KH)v̂ + (IH −KH)P̂H∗R−1y.

(4.23) を示すには，(4.6) を用いて (IH + P̂H∗R−1H)(IH −KH) = IH を確認するだけ
で十分である．これは 補題 4.4 から従う．
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証明 (定理 4.1). まず，(4.20) を満たす Tn の存在を示す．dY = HdV̂ とする．このと
き，演算子 R+ 1

m−1dY dY ∗ = R+HP̂H∗ は可逆である．次に，対称行列

S = Im − 1

m− 1
dY ∗

(
R+HP̂H∗

)−1
dY ∈ Rm×m.

を考える．すると次が成り立つ：
1

m− 1
dV̂ SdV̂ ∗ =

1

m− 1
dV̂ dV̂ ∗ − 1

m− 1
dV̂ dY ∗

(
R+HP̂H∗

)−1 1

m− 1
dY dV̂ ∗

= P̂ − P̂H∗(R+HP̂H∗)−1HP̂ = (I −KH)P̂ ,

ここで 1
m−1dY dV̂ ∗ = HP̂ を用いた．(2.14) より，

S =

(
Im +

1

m− 1
dY ∗R−1dY

)−1

(4.24)

が成り立ち，S � 0 が得られる．最後に，変換行列 T = S
1
2 を定義する．これはまさに

(4.21) に他ならない．また，定義より T は対称である．

定理 4.1は，ETKFアルゴリズムの適切性（well-definedness）の Hilbert空間への拡
張であり，これには無限次元空間も含まれる [60]．また，補題 4.12 に示した ETKFの
実用的な実装についても検討する．

補題 4.15. 以下の解析ステップは，ETKFのステップ (II)と等価である：

(II’) (解析: V̂n, yn → Vn) V̂n = v̂n1+ dV̂n と分解する．修正された変換行列を次で定
義する：

T̃n =
1

m− 1
T 2
ndV̂

∗
n H

∗R−1(yn −Hv̂n)1+ Tn, (4.25)

そして，次のように変換する：

Vn = v̂n1+ dV̂nT̃ n.

この写像を Vn = VETKF ′(V̂n; yn) と表記する．

この代替ステップでは，P̂n を明示的に評価する必要がないため，実用的な数値計算に
おいて冗長なメモリ割り当てを回避できることに注意する．

Proof. (4.25)の第 1項に dV̂ を掛けることで，Tn の定義より以下が成り立つ：

dV̂n
1

m− 1
T 2
ndV̂

∗
n H

∗R−1(yn −Hv̂n) = (IH −KnH)P̂nH
∗R−1(yn −Hv̂n)

= Kn(yn −Hv̂n).

ここで，最後の等号はカルマンゲインの関係式 (4.22) から従う．
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もう一つのESRFの実装として，アンサンブル調整カルマンフィルタ（Ensemble Ad-

justment Kalman Filter, EAKF）[5] が存在する．

定義 4.16 (EAKF). 初期アンサンブルを V0 = [v
(k)
0 ]mk=1 ∈ Hm とする．アンサンブル調

整カルマンフィルタ（EAKF）のアルゴリズムは次のように与えられる．

(I) (予測: Vn−1 → V̂n) このステップは，PO法 (定義 4.10) のステップ (I) と同じで
ある．

(II) (解析: V̂n, yn → Vn) V̂n = v̂n1+ dV̂n と分解し，P̂n = Covm(V̂n) を設定する．平
均を次で更新する：

vn = v̂n +Kn(yn −Hv̂n), (4.26)

ここでカルマンゲイン Kn は次で与えられる：

Kn = P̂nH
∗(HP̂nH

∗ +R)−1. (4.27)

適切な調整作用素（adjustment operator） An ∈ L(H) を選び，次を満たすように
する：

1

m− 1
AndV̂n(AndV̂n)

∗ = (IH −KnH)P̂n, (4.28)

そして，アンサンブル摂動を dVn = AndV̂n として変換する．最後に解析アンサン
ブルを Vn = vn1 + dVn と設定する．この写像を Vn = VEAKF (V̂n; yn, P̂n) と表
記する．

調整作用素 An の存在は次の定理によって保証される．

定理 4.2 (EAKFの well-defined性). R � 0 と仮定する．任意の V̂n ∈ Hm に対して，
(4.28) を満たす調整作用素 An ∈ L(H) が存在する．それは次のように与えられる：

An = ΦΣE(Iκ + Λ)−
1
2Σ−1Φ∗. (4.29)

ここで，κ = rank P̂n，Σ = diag(s1, . . . , sκ) は P̂n のゼロでない固有値の平方根を降順に
並べた対角行列，Φ = [ϕ1, · · · , ϕκ] ∈ Hκ は対応する固有ベクトルであり，次を満たす：

P̂n = ΦΣ2Φ∗. (4.30)

また，対角行列 Λ ∈ Rκ×κ と行列 E ∈ Rκ×κ は対称行列 ΣΦ∗H∗R−1HΦΣ ∈ Rκ×κ の固
有値および固有ベクトルから成り，次を満たす：

ΣΦ∗H∗R−1HΦΣ = EΛE∗. (4.31)
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EAKFの解析ステップ (II)の簡略版は以下の通りである．

補題 4.17. 以下の解析ステップは定義 4.16における EAKFのステップ (II)と同値で
ある．

(II’) (解析: V̂n, yn → Vn) V̂n = v̂n1+ dV̂n と分解する．平均を次のように更新する：

vn = v̂n +Kn(yn −Hv̂n)

ここで，Kalmanゲインは (4.18)で与えられる．次に，特異値分解を適用する：
1√

m− 1
dV̂ = ΦΣẼ∗, (4.32)

ここで，Ẽ ∈ Rκ×κ はユニタリ行列である．また，固有値分解を適用する：
1

m− 1
dV̂ ∗H∗R−1HdV̂ = E′Λ′(E′)∗, (4.33)

ここで，E′ ∈ Rκ×κ はユニタリ行列である．調整作用素を以下のように定義する：

Ãn = ΦΣẼ+E′(Iκ + Λ′)−
1
2Σ−1Φ∗. (4.34)

このアルゴリズムの残りの部分は定義 4.16のステップ (II)と同じであり，ただし
An = Ãn とする．この写像を Vn = VEAKF ′(V̂n; yn)と表記する．

EnKFは，Ψの導関数を計算することなく，共分散の低ランク近似を与える．しかし，
有限サイズのアンサンブルを使用することに起因する別の問題が依然として残る．

注意 4.18. 予測共分散 P̂nがm個のベクトルからなるアンサンブルで近似されるため，
そのランクは次のように制限される：

rank P̂n ≤ m− 1.

さらに，解析アンサンブルは予測アンサンブルによって張られる部分空間内に存在する．
これは，EnKFおよびそれに関連するアルゴリズム [78, 47, 90]に共通して現れるいわゆ
る部分空間特性 (Subspace property)と呼ばれる．この制約に対する数値的アプローチに
ついては，節 4.4で議論されている．

4.4 EnKFに対する数値テクニック
分析ステップにおける予測共分散 P̂n の選択は，フィルタリングアルゴリズムにおい

て重要である．EnKFでは，P̂n は前の時刻からの分析共分散 Pn−1 を伝播させることで
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近似される．実際の数値計算においては，高次元状態空間の不確実な方向において，限
定的なアンサンブルサイズ m � Nu に起因して P̂n が過小評価されることがあり，こ
れが状態推定の精度低下を招く．この問題を解決するために，共分散インフレーション
技術が導入され，追加のパラメータ α を用いてデータ同化アルゴリズムを拡張する．共
分散インフレーションのアイデアは，分析ステップの前に P̂n を膨張させることである
[8, 91, 69]．インフレーションの導入方法は，フィルタリングアルゴリズムによって異な
り，以下に示される．

定義 4.19 (PO法における加法的インフレーション). α ≥ 0 とする．定義 4.10の分析
ステップ (II) において，インフレーションされた共分散 P̂α

n = P̂n + α2IH を定義し，
Vn = VPO(V̂n; yn, P̂

α
n ) を計算する．

このアプローチは共分散の加法的インフレーションと呼ばれ，α はインフレーション
パラメータと呼ばれる．

定義 4.20 (EnKFにおける乗法的インフレーション). α ≥ 1 とする．EnKFアルゴリズ
ムの分析ステップにおいて，以下のように乗法的インフレーションを導入する．

(1) 定義 4.10の (II) において，インフレーションされた共分散 P̂α
n = α2P̂n を定義し，

Vn = VPO(V̂n; yn, P̂
α
n ) を計算する．

(1’) 定義 4.10の (II)において，インフレーションされた摂動 dV̂ α
n = αdV̂n とアンサンブ

ル V̂ α = v̂n1+dV̂ α，共分散 P̂α
n = Covm(dV̂ α

n ) を定義し，Vn = VPO(V̂
α
n ; yn, P̂

α
n )

を計算する．同等に，Vn = VPO′(V̂ α
n ; yn) を 補題 4.12 に基づいて計算すること

もできる．

(2) 定義 4.13の (II)において，dV̂ α
n , P̂α

n を (1’)に従って用い，Vn = VETKF (V̂
α
n ; yn, P̂

α
n )

を計算する．同等に，Vn = VETKF ′(V̂ α
n ; yn) を 補題 4.15 に基づいて計算するこ

ともできる．

(3) 定義 4.16の (II)において，dV̂ α
n , P̂α

n を (1’)に従って用い，Vn = VEAKF (V̂
α
n ; yn, P̂

α
n )

を計算する．同等に，Vn = VEAKF ′(V̂ α
n ; yn) を 補題 4.17 に基づいて計算するこ

ともできる．

注意 4.21. 加法的インフレーションは，直接的に P̂ のランクを改善し，P̂α がフルラン
クであることを保証する．しかし，乗法的インフレーションはこれを保証しない．代わ
りに，定義 4.20 の (1’)，(2)，(3) におけるアンサンブルの乗法的インフレーションは，
分析ステップにおける収縮の前にアンサンブル V̂ α

n を膨張させるため，連続的なデータ
同化プロセスにおいてアンサンブル共分散のランクを維持する可能性がある．この観察
は，ESRFの誤差評価の際に重要な役割を果たし，節 7 において議論される．

41



注意 4.22. ETKFおよび EAKFにおける予測アンサンブルと分析アンサンブルの関係
を以下に要約する．平均の更新 (4.23) は以下で与えられる：

(IH + α2P̂nH
∗R−1H)vn = v̂n + α2P̂nH

∗R−1yn, (4.35)

また，分析共分散は以下を満たす：

Pn =
α2

m− 1
dV̂n(Im + α2dV̂ ∗

n H
∗R−1HdV̂n)

−1dV̂ ∗
n . (4.36)

PO法の場合，これらの等式は条件付き期待値の意味においてのみ成り立つ．ここで，V̂n

と yn が与えられているとする．

共分散インフレーション技術は，乗法的インフレーションを伴う ESRFにおける状態
推定誤差を実用的に改善する [69, 91]．また，加法的インフレーションを伴う PO法にお
いても改善が報告されている [54]．大規模な大気モデルでは，大きな αが必要になるこ
とが多く，αの手動調整は計算コストが高い [45]．これを回避するため，適応的な調整ア
ルゴリズムが開発されている [6, 7, 72]．別のアプローチでは，観測値とシミュレーショ
ンされた（または予測された）観測値との差である残差に注目し，残差が所定の範囲内
に収まることを保証するための乗法的インフレーション αの条件を導出している [68]．
関連する数値技術として，緩和法（relaxation-to-prior methods）がある．これらは分

析ステップにおけるアンサンブルの収縮を緩和する．例えば，予測摂動の緩和（relaxation

to prior perturbation, RTPP）法 [94]は，予測アンサンブル摂動と分析アンサンブル摂
動を α ∈ [0, 1]の比率で補間する：

dV α
RTPP = αdV̂ + (1− α)dV .

また，予測スプレッドの緩和（relaxation to prior spread, RTPS）法 [92]は，状態空間
の各成分について決定される係数を掛けることで分析アンサンブルスプレッドの収縮を
緩和する：

dV α
RTPS [i] = αidV [i], αi =

α|dV̂ [i]|2 + (1− α)|dV [i]|2
|dV [i]|2

,

ここで，V [i] = [(v(k))i]mk=1 は V ∈ RNu×mにおける各ベクトルの i番目の成分のアンサ
ンブルを表す．RTPPおよびRTPSの適応的な調整手法も提案されている [57, 93]．
共分散の過小評価を回避するもう一つの技術として，局所化（localization）と呼ばれる

方法がある [40, 46, 91]．その中心的なアイデアは，分析ステップにおいて，各状態変数か
ら遠く離れた領域の観測値を無視することである．このアプローチを使用したよく知られ
たアルゴリズムが，局所アンサンブル変換カルマンフィルタ（Local Ensemble Transform

Kalman Filter, LETKF）である [46]．局所化技術はEnKFにおいて重要な手法であるが，
本論文では局所化を伴う数学解析は扱っていない．詳細は [31, 87, 90]を参照されたい．
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4.5 連続時間アルゴリズム
(3.3)と (3.4)に対するKFの連続版は，カルマン・ブーシーフィルタ（Kalman Bucy

Filter, KBF）と呼ばれる [73, 80]．(3.3)および (3.4)に対して，連続時間かつ有限次元
の線形系を次の形で考える．

F(u) = Fu, h(u) = Hu, (4.37)

ここで，F ∈ RNu×Nu ,H ∈ RNy×Nu，Nu, Ny ∈ N であり，初期の不確実性は ϖ0 ∈
H, P0 ∈ RNu×Nu , P0 � 0を持つ正規分布 U0 ∼ N (ϖ0, P0)とする．

命題 4.23 (カルマン・ブーシーフィルタ [73, 80]). (3.4)および (4.37)における観測ノイ
ズが仮定 3.3を満たすとする．このとき，Vt = E[Ut |F Y

t ]は定義 4.24の式を満たす．

定義 4.24 (カルマン・ブーシーフィルタ). カルマン・ブーシーフィルタ（KBF）は，以
下の式によって定義される．

dVt = (F − PtH
∗R−1H)Vt dt+ PtH

∗R−1dYt

= FVt dt+Kt(dYt −HVt dt),

V0 = ϖ0,

ただし，Kt = PtH
∗(HPtH

∗ +R)−1であり，Vtの共分散 Ptは以下を満たす．
dPt

dt
= FPt + PtF

∗ +Q− PtH
∗R−1HPt = FPt + PtF

∗ +Q−KtRK∗
t .

EnKFの連続時間拡張版も提案されており，その詳細は [13]にまとめられている．こ
こでは，非線形系 (3.3)と (3.4)に利用可能な決定論的バージョンであるアンサンブル・
カルマン・ブーシーフィルター（EnKBF）を紹介する．

定義 4.25 (アンサンブル・カルマン・ブーシーフィルター [12]). モデルダイナミクスが
(3.3)に従い，V0 ∈ Hmとする．(3.4)の観測ノイズが仮定 3.3を満たしていると仮定す
る．このとき，EnKBFは次式で与えられる：

dV
(k)
t = F(V

(k)
t ) dt+QP †

t (V
(k)
t − vt) dt−

1

2
P̃tR

−1(h(V
(k)
t ) dt+ ht dt− 2 dYt)

ここで，k = 1, . . . ,m，P †
t は Ptの疑似逆行列を表し，

vt =
1

m

m∑
k=1

V
(k)
t , Pt =

1

m− 1

m∑
k=1

(V
(k)
t − vt)⊗ (V

(k)
t − vt),

ht =
1

m

m∑
k=1

h(V
(k)
t ), P̃t =

1

m− 1

m∑
k=1

(V
(k)
t − vt)⊗ (h(V

(k)
t )− ht).
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5. 散逸力学系
発展方程式 (3.11)としてヒルベルト空間H上の散逸的な力学系に注目し，特に大気お

よび海洋モデルに現れるカオス的な系を対象とする．流体力学における力学系のさらな
る例については，[38]を参照されたい．

5.1 散逸力学系とその例
データ同化アルゴリズムの数学解析において，軌道が有界であることを保証し，小さ

な初期摂動を持つ二つの軌道間の誤差の時間発展を評価することは重要である．以下で
は，力学系が示す解吸性を特徴付けるために，決定論的モデルダイナミクス (3.11)に関
する二つの仮定を考える．

仮定 5.1. 発展方程式 (3.11)は任意の u0 ∈ Hに対して一意な解を持ち，これにより半群
Ψt : H → Hが生成される．さらに，ある ρ > 0が存在し，Ψtは吸収的な球B(ρ) = {v ∈
H | |v| ≤ ρ}を持つ．すなわち，任意の v ∈ B(ρ)および t ≥ 0についてΨt(v) ∈ B(ρ)が
成り立つ．

仮定 5.2. ある β ∈ Rが存在し，任意の u ∈ B(ρ)および v ∈ Hについて

〈F(u)−F(v), u− v〉 ≤ β|u− v|2 (5.1)

が成り立つ．

Kellyら [54]は，周期境界条件付きの二次元Navier-Stokes方程式に適用するため，(5.1)
に加えて F に関する特定の仮定を課している．仮定 5.2は，力学系に沿った誤差の成長
を評価するための以下の補題を導く．

補題 5.3 (誤差成長の上限 [54, 82]). 仮定 5.1および仮定 5.2が成り立つと仮定する．こ
のとき，任意の u ∈ B(ρ), v ∈ Hおよび t > 0に対して，

|Ψt(u)−Ψt(v)| ≤ eβt|u− v| (5.2)

が成り立つ．

この補題より，βは吸収的な球内での誤差成長率（の上限）として解釈できる．β < 0

の場合，摂動は指数関数的に速く収束し，力学系がカオス的でないことを示している．な
お，補題 5.3は初期誤差 |u− v|の規模についての仮定を含まない．
以下の誤差解析では，uと vはそれぞれ真の状態と解析値を表す．解析値としてアンサ

ンブル平均を考える場合，誤差成長を評価するために別の不等式が必要である．そのた
め，以下のより強い仮定を考える．
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仮定 5.4. 仮定 5.1における ρ > 0および (3.11)の F に対して，ある β > 0が存在し，
任意の u, v ∈ B(ρ)について

|F(u)−F(v)| ≤ β|u− v|

が成り立つ．

補題 5.5 (アンサンブル平均の誤差成長の上限 [82]). 仮定 5.1および仮定 5.4が成り
立ち，u0 ∈ B(ρ) および v

(n)
0 ∈ B(ρ)（n = 1, . . . , N）とする．ut = Ψt(u0) および

vt =
1
N

∑N
n=1Ψt(v

(n)
0 )を定義する．このとき，任意の ϵ > 0および t > 0に対して，

|vt − ut|2 ≤ e2(β+ϵ)t(|v0 − u0|2 +D)−D (5.3)

が成り立つ．ここで，D = β2ρ2

(β+ϵ)ϵ である．

5.1.1 有限次元系の例

有限次元の散逸力学系の例を 2つ挙げる．まず，ローレンツ 63方程式（L63）は，次
のような 3次元非線形常微分方程式で与えられる：

dx

dt
= −σx+ σy, (5.4a)

dy

dt
= ϱx− y − xz, (5.4b)

dz

dt
= −bz + xy. (5.4c)

ここで，σ > 0，b > 1，ϱ > 0．
この方程式は，もともと Lorenzによって提案された [65]．散逸性を評価するために，

[85]では，L63方程式の並行移動版が考えられている．変数変換 (x, y, z) 7→ (x, y, z−ϱ−σ)

を用いると，(5.4)は以下の形に変形される：
dx

dt
= −σx+ σy, (5.5a)

dy

dt
= −σx− y − xz, (5.5b)

dz

dt
= −bz + xy − b(ϱ+ σ). (5.5c)

L63方程式 (5.5)は，次のように力学系の仮定を満たす．

命題 5.6 ([41, 85]). H = R3とし，u = (x, y, z)∗ ∈ R3とする．このとき，任意の u0 ∈ H
に対して，(5.5)の初期条件 u(0) = u0を持つ一意な解 u(t) ∈ Hが存在する．L63方程式
は，ρ = b(ϱ+σ)√

4(b−1)
を満たす仮定 5.1，β = 2ρ− 1を満たす仮定 5.2，およびある β > 0を

満たす仮定 5.4を満たす．さらに，グローバルアトラクターA が存在する．
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図 4は，典型的なパラメータ σ = 10, b = 8
3 , ϱ = 28を持つL63方程式のグローバルアト

ラクターの2成分への射影を示している．L63方程式の軌道のインタラクティブなアニメー
ションを以下のウェブサイトで確認できる：https://kotatakeda.github.io/lorenz-
webgl [81]．
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図 4: σ = 10, b = 8
3 , ϱ = 28を持つ L63方程式のグローバルアトラクター．

もう一つの重要な例は，気象学における空間的に拡張されたカオス的現象モデルであ
るローレンツ 96（L96）方程式である [66, 67]．L96方程式もまた，仮定を満たす．

例 5.7. 与えられた成分数 J ∈ Nに対して，状態ベクトル u = (u1, . . . , uJ)∗ ∈ RJ に対
する L96方程式は次で与えられる：

dui

dt
= (ui+1 − ui−2)ui−1 − ui + f, i = 1, . . . , J. (5.6)

ここで，u−1 = uJ−1, u0 = uJ , uJ+1 = u1, f ∈ Rは外力項である．

命題 5.8 ([62]). H = RJ とする．このとき，任意の u0 ∈ Hに対して，(5.6)の初期条件
u(0) = u0を持つ一意な解 u(t) ∈ Hが存在する．L96方程式は，ρ =

√
2J |f |を満たす仮

定 5.1，β = 2ρ − 1を満たす仮定 5.2，および β > 0を満たす仮定 5.4を満たす．さら
に，グローバルアトラクターA が存在する．

5.1.2 無限次元系の例

ΩをRdの開部分集合（d ∈ N）とする．1 ≤ p ≤ ∞の場合，Lp(Ω)はΩ上のLp関数の
空間を表す．同様に，n ∈ Nかつ 1 ≤ p ≤ ∞の場合，Wn,p(Ω)はΩ上のLp関数で，その k

階弱微分がLp(Ω)に属するものの空間（k = 1, . . . , n）を表す．特に，Hn(Ω) = Wn,2(Ω)

46

https://kotatakeda.github.io/lorenz-webgl
https://kotatakeda.github.io/lorenz-webgl


とする．標準的なL2およびH1ノルムをそれぞれ | · |および ‖ · ‖で表す．さらに，バナッ
ハ空間X に対して，1 ≤ p ≤ ∞（または n ∈ N），−∞ ≤ a < b ≤ ∞の場合，Lp(a, b;X )

（またはHn(a, b;X )）は (a, b)からX への Lp（またはHn）関数の空間を表す．同様に，
−∞ < a < b < ∞の場合，[a, b]から X への連続関数の空間を C([a, b];X )で表す．
2次元Navier-Stokes方程式は以下のように与えられる．

例 5.9 (2次元Navier-Stokes方程式). L > 0とし，Ω = [0, L]2とする．V を，∇ · ϕ = 0

かつ ∫Ω ϕ = 0を満たす ϕ : Ω → R2のベクトル値 L周期三角多項式の集合とする．V を
L2 ノルムについて閉包したものを H = V

|·| とし，H1 ノルムについて閉包したものを
V = V

∥·∥と定義する．Leray-Helmholtz射影PH，すなわちL2直交射影PH : L2(Ω) → H
を考える．[41, 54, 59, 85]の記法を用いると，周期境界条件付きの非圧縮性の 2次元
Navier-Stokes方程式は以下のように与えられる．

du

dt
+Au+ B(u, u) = f. (5.7)

ここで，非有界線形作用素 A : H → V∗ は A = −ν4と定義され，対称双線形作用素
B : V × V → V∗は B(u, v) = 1

2 [PH(u · ∇)v + PH(v · ∇)u]と定義される．ν > 0は運動粘
性係数，f ∈ Hは時間に依存しない外力を表す．H上のAの定義域をD(A)とする．

周期境界条件付きの非圧縮性 2次元Navier-Stokes方程式を，トーラス上の 2D-NSEと
呼ぶ．

命題 5.10 (トーラス上の 2次元Navier-Stokes方程式 [41, 84, 85]). u0, f ∈ Hとすると，
u(0) = u0を満たす (5.7)の一意的な弱解が存在し，次を満たす．

u ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V), du

dt
∈ L2(0, T ;V∗).

ここで，T > 0は任意とする．半群Ψt : H 3 u0 7→ ut ∈ Hは t ≥ 0に対して well-defined

であり，H上で連続である．H内のボールB(ρ) = BH(ρ)で ρ = |f |
νλ1
は吸収集合であり，

ここで λ1 > 0はAの最小固有値を表す．仮定 5.2に対応する β ∈ Rが存在する．さら
に，u0 ∈ V である場合，一意的な強解が存在し，次を満たす．

u ∈ C([0, T ];V) ∩ L2(0, T ;D(A)),
du

dt
∈ L2(0, T ;H).

ここで，T > 0は任意とする．半群Ψt : V → V は t ≥ 0に対して定義される．仮定 5.1

と仮定 5.2は，Hの代わりに V に対して，ある ρ > 0と β ∈ Rで成り立つ．さらに，
A ⊂ V としてグローバルアトラクターが存在する．

命題 5.10と同様の結果は，境界付き領域における 2D-NSEを滑りなしディリクレ境
界条件 [84, 85]で考える場合にも成り立つ．一方で，3次元 Navier-Stokes方程式にお
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いて，時間大域的に定義された滑らかな解の存在を証明することは困難である．しかし，
Camassa-Holm方程式やNavier-Stokes-alpha方程式などの正則化バージョンに対しては，
時間大域的な解の存在と一意性が証明されている [35, 71]．同様に，Leray-alpha方程式
[22]やNavier-Stokes-omega方程式 [64]においても適切性の結果が得られている．

5.2 部分観測からの状態の再構成
データ同化の重要な役割の一つは，有限次元空間における部分観測から真の状態を再

構築することである（節 1参照）．ここでは，理想的な設定で部分観測の問題を議論す
るために，ヒルベルト空間上でのノイズのない観測 (3.12)を考察する．この問題は，制
御理論に基づいて力学系の自由度を推定することと関連している．

5.2.1 Navier-Stokes方程式に対する連続データ同化

連続データ同化（Continuous data assimilation, CDA）として知られる問題は，不完
全な観測データの時系列を用いて数値天気予報における適切な初期状態を得るために定式
化された [21, 28]．類似の数値的研究 [18, 42]では，大気運動において小規模なダイナミ
クスが大規模なダイナミクスに従属するかどうかが調査されている．平坦なトーラス T2

上での 2D-NSE (5.7)を考える．任意の L2関数 a : T2 → R2 は以下のように表される：

a =
∑
k∈I

âkϕk,

ここで，I = {2πm | m ∈ Z2 \ {0}} はインデックス集合，ϕk(x) = eik·x は H の直交基
底，âk = â−k である．直交射影 Pλ を λ > 0 に対して以下のように定義する：

Pλa =
∑

|k|2≤λ

âkϕk.

この射影は，最小スケール長 λ− 1
2 を持つスパースな観測作用素とみなされ，Qλ = I−Pλ

と表記する．これは，h(u) = Pλu と設定することで，(3.11) と (3.12) の特別な場合と
みなすことができる．このとき，(5.7) の二つの解 u1 と u2 を大規模成分と小規模成分
に分解して考える：

ui(t) = pi(t) + qi(t), pi(t) = Pλui(t), qi = Qλui(t), i = 1, 2. (5.8)

数値天気予報の文脈では，u1 は真の状態，u2 はその近似を表す．観測データとして得ら
れるのは p1 のみである．
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以下のアルゴリズムは，観測データを直接挿入する手法であり，連続データ同化（CDA）
または同期フィルター（Synchronization filter）と呼ばれる．u1(0) の初期状態に対する
初期推定値として ϖ ∈ V を与える．

定義 5.11 (トーラス上の 2D-NSE に対する連続データ同化). u1 を推定するために，u1

の大規模成分 p1 を u2 の大規模成分としてコピーする：

p2(t) = p1(t). (5.9)

小規模成分 q1 を次の方程式を積分することで近似する：
dq2
dt

+Aq2 +QλB((p1 + q2), (p1 + q2)) = Qλf, q2(0) = Qλϖ. (5.10)

同期のために必要な長さスケールを特定するための重要な概念として，決定モード
(Determining modes)がある [36, 74]．

定義 5.12. 決定モードの数とは，次が成り立つ射影 Pλ の最小ランクである：方程式 (5.7)

の解 u1, u2が

lim
t→∞

|Pλu1(t)− Pλu2(t)| = 0

を満たすとき，次の関係

lim
t→∞

|u1(t)− u2(t)| = 0

も成り立つ．

次の結果は λ を下限を与える．

命題 5.13 ([48, 74]). (5.7) の 2つの解 u1, u2 を対応する時間非依存の外力 f1, f2 ∈ H
と初期条件 u1(0), u2(0) ∈ V を持つものとする．このとき，ν，fi，および任意の初期条
件に依存しない定数 c > 0 が存在し，λ > cGr(f1)(2π/L)

2に対して以下が成り立つ：

lim
t→∞

|Pλu1(t)− Pλu2(t)| = 0

が成り立つとき，次の関係

lim
t→∞

‖u1(t)− u2(t)‖ = 0

も成り立つ．ここで，Gr(f) = (L/2πν)2 lim supt→∞ |f(t)| をGrashof数と呼び，‖ · ‖ は
H1-ノルムを表す．
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より詳細には，収束レートも [74] で評価されている．この解析は，観測誤差が存在す
るデータ同化問題においても，真の解を推定するために必要な観測の次元に関する指針
を与える．また，Korn [55, 56] は，正則化されたNavier-Stokes方程式に対する連続デー
タ同化を研究した．

注意 5.14 (各点観測). 実際の応用では，観測データを直接モデルの状態に挿入するのは
困難なことが多い．例えば，測定データが離散的な空間点での真の解の値である場合，正
確な空間微分を取得することはできない．Azouani ら [10, 11] は，制御理論に基づく一
般的な観測作用素のための新しいアルゴリズムを提案した．この方法では，観測された
真の解の情報を補間作用素を介して発展方程式のベクトル場に挿入する．

5.2.2 有限次元系に対する連続データ同化

L63方程式やL96方程式のような有限次元の力学系に対しても，連続データ同化（CDA）
は適切に定義できる．H = RNu を状態空間とし，P ∈ RNu×Nu を射影行列とする．ここ
で，各行は RNu の標準基底であり，Q = I −P と定義する．真の解を u，その近似解を
v とし，観測関数を h(u) = Pu，初期推定を ϖ ∈ RNu とする．この設定のもとで，定
義 5.11 と同様に連続データ同化を定義できる．

定義 5.15 (常微分方程式（ODE）の連続データ同化). 真の状態 u を推定するために，v

の大規模成分を次のように置き換える：

v = Pu+ q. (5.11)

小規模成分 q は次の微分方程式を解くことで求める：
dq

dt
= QF(Pu+ q), q(0) = Qϖ. (5.12)

L96方程式に対して，J = 3J ′（J ′ ∈ N）のとき，以下の射影行列を考える：

P = [ϕ1, ϕ2, 0, ϕ4, ϕ5, 0, . . . ] ∈ RJ×J , (5.13)

ここで，(ϕj)
J
j=1 は RJ の標準基底である．このとき，P のランクは rank(P) = 2J ′ =

2
3J となる．

命題 5.16 (L96方程式に対する CDA [62]). L96方程式 (5.6) の解 u を考える．初期状
態 u0 ∈ B(ρ) は，命題 5.8 によって与えられる ρ > 0 を満たすものとする．v は，(5.11)

および (5.12) に従い，(5.13) で定義された P を用いて得られるものとする．このとき，
次の収束が成立する：

lim
t→∞

|u(t)− v(t)| = 0.
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L63方程式に対しても，[41] のように，次の射影行列を用いることで，同様の結果が
得られる：

P =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 . (5.14)

5.2.3 離散データ同化

H が無限次元の場合を再び考える．これまでの結果は，観測データが時間的に連続であ
るという仮定のもとで得られた．しかし，実際の応用では，観測データは通常離散的な時
間で得られる．H 上の有限ランクの直交射影を P とし，Q = I −P と定義する．(3.11)

の解 u に対して，Ψt を対応するセミグループとする．増大列 (tn)n∈N ⊂ [0,∞) は，観
測データが得られる離散時間を表す．初期推定を q0 ∈ Q(H) とする．Haydenら [41] は，
連続データ同化の離散版として離散データ同化（Discrete Data Assimilation, DDA）を
提案した．

定義 5.17 (離散データ同化). n = 0 のとき，v0 = Pu0 + q0 とする．各 n ∈ N に対し
て，vn を

vn = Pu(tn) +QΨtn−tn−1(vn−1) (5.15)

により定義し，区分的に連続な関数 v(t) を

v(t) = Ψt−tn−1(vn−1), t ∈ [tn−1, tn) (5.16)

と定義する．

次の収束結果が得られる．

命題 5.18 (L63方程式に対する離散データ同化 [41]). u(t) を (5.4) の解とし，その初期
値がグローバルアトラクター A に属するとする．このとき，ある t∗ = t∗(σ, b, ϱ) > 0

が存在し，P を (5.14) のように設定し，tn = τn としたとき，任意の τ ∈ (0, t∗] に対し
て近似解 v(t) は u(t) に収束する．すなわち，

lim
t→∞

|u(t)− v(t)| = 0.

注意 5.19 ([41]). σ = 10, b = 8/3, ϱ = 28 のとき，t∗ の推定値は 0.000129 である．

L96方程式や 2D-NSEに対しても同様の結果が得られる．
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命題 5.20 (L96方程式に対する離散データ同化 [62]). u(t) を (5.6) の解とし，初期値が
命題 5.8 によって与えられる ρ を満たすとする．このとき，ある t∗ = t∗(F, J) > 0 が
存在し，P を (5.13) のように設定し，tn = τn としたとき，任意の τ ∈ (0, t∗] に対して
近似解 v(t) は u(t) に収束する．すなわち，

lim
t→∞

|u(t)− v(t)| = 0.

命題 5.21 (2D-NSE に対する離散データ同化 [41]). u(t) を (5.7) の解とし，初期値
u0 ∈ A，q0 ∈ V とする．このとき，ある λ∗ = λ∗(‖q0‖, |f |, ν,Ω) > 0 が存在し，任意の
λ > λ∗ に対して，ある t∗ = t∗(λ, ‖q0‖, ρ, ν,Ω) > 0 が存在し，P = Pλ として tn = τn

としたとき，任意の τ ∈ (0, t∗] に対して近似解 v(t) は u(t) に収束する．すなわち，

lim
t→∞

‖u(t)− v(t)‖ = 0.

この結果の系として，λ > 0 を十分大きくとることで任意の時間間隔に対して収束が
保証される．

系 5.22 ([41]). 任意の t∗ > 0 に対して，ある λ = λ(ρ, ‖q0‖, ν,Ω, t∗) > 0 が存在し，近
似解 v(t) は u(t) に収束する．すなわち，

lim
t→∞

‖u(t)− v(t)‖ = 0.

5.3 確率的ダイナミクス
我々の理論は現在のところ確率的なモデルダイナミクスを扱っていないが，確率的な

モデルダイナミクスを伴うデータ同化問題への理論拡張の指針として，既存の解析結果
を概観する．確率的なモデルダイナミクス (3.1) および (3.3) に対して，エネルギー原理
(2.28) は [83, 88] に示されるように拡張でき，解の期待値の有界性を導く．

仮定 5.23 (エネルギー原理). 離散時間確率モデルダイナミクス (3.1) に対して，ある
λ ∈ (0, 1),K > 0 が存在して

|Ψ(u)|2 +TrQ ≤ (1− λ)|u|2 +K (5.17)

が成り立つ．

連続時間確率モデルダイナミクス (3.3) に対しては，(3.3) に対応する無限小生成作用
素 L を用いた (2.29) の類似形を考える：

L E(u) ≤ −λ′E(u) +K ′, (5.18)
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ここで，λ′,K ′ > 0 かつ E( · ) = | · |2 である．注意 3.13 における連続時間モデルと離散
時間モデルの関係を用いると，不等式 (5.18) から 仮定 5.23 が導かれる．仮定 5.23 は，
シフトされた L63方程式，L96方程式，および 2D-NSEに対して 節 5.1 の議論と同様に
確認できる．この条件により，期待値 E[|ut|2] の有界性が保証される．しかし，決定論
的な場合とは異なり，個々のサンプルパスの有界性は保証できない．
一方，補題 5.3 のように最大誤差成長率を評価するためには，確率微分方程式の解析

において標準的に仮定される大域リプシッツ条件が必要となる．

仮定 5.24 (大域リプシッツ条件). 離散時間確率モデルダイナミクス (3.1) に対して，あ
る β′ > 0 が存在して

|Ψ(u)−Ψ(v)| ≤ β′|u− v| (5.19)

が任意の u, v ∈ RNu について成り立つ．連続時間確率モデルダイナミクス (3.3) に対し
て，ある β > 0 が存在して

|F(u)−F(v)| ≤ β|u− v| (5.20)

が任意の u, v ∈ RNu について成り立つ．

散逸的な確率ダイナミクスの例として，確率摂動を受けた L63方程式と L96方程式が
[30, 31] で考察されているが，仮定 5.24 ではなく局所リプシッツ条件 (仮定 5.4) を満た
す．決定論的な場合には，軌道が有界であるため，条件が局所的か大域的かは重要では
ない．しかし確率的な場合，確率的摂動を受けた L96方程式のサンプルパスの有界性は
[31] で数値的にのみ検証されている．最後に，モデルノイズの非退化性は，確率モデル
ダイナミクスを伴う EnKFの解析において本質的な役割を果たす [30, 88]．この点につ
いては 節 6 で議論する．

仮定 5.25 (モデルノイズの非退化性). 状態空間モデル (3.1) および (3.3) に対して，ノ
イズが非退化である，すなわち，

Q � 0 (5.21)

が成り立つ．
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6. EnKFの数学解析
6.1 EnKFの基本的な性質
まず，無限アンサンブル極限 m → ∞ における EnKFを議論する．これは，EnKFが

モンテカルロ法を用いてKFを近似するように設計されているためである．以下の結果
は，線形ガウス系 (4.1) に対して，m → ∞ の極限で EnKFが KFに収束することを保
証する．この性質は，KFとの整合性（consistency with the KF）と呼ばれる．

命題 6.1 (KFとの整合性 [58, 70]). 線形ガウス系 (4.1) に対して，EnKFはKFに収束
する．すなわち，任意の p ∈ [1,∞) および n ∈ N に対して，

lim
m→∞

E [|vmn −ϖn|p] = 0,

lim
m→∞

E
[
|Pm

n − Pn|pHS

]
= 0

が成り立つ．ここで，vmn および Pm
n はそれぞれ EnKFのアンサンブル平均と共分散，

ϖn および Pn はKFの平均と共分散を表す．

この整合性は，Hおよび Y が無限次元ヒルベルト空間である場合にも成り立つ [51, 58]．
また，連続時間の枠組みにおいても，EnKBFはKBFと整合性を持つことが示されてい
る [13, 30]．EnKFや EnKBFは，システムが線形ガウスでない限り，厳密なフィルタリ
ング分布には収束しないことに注意が必要である．KFとの整合性とは対照的に，有限の
アンサンブルサイズ m における解析は，PO法と ESRFの違いを明らかにする．特に，
ESRFは，有限のアンサンブルサイズ m のもとで解析分布の平均と共分散を近似する際
に，PO法よりも誤差が小さくなることが示されている [1]．
次に，n → ∞ における EnKFの振る舞いを考察する．フィルタリングアルゴリズム

が安定であるとは，同じ観測データを用いた場合に，アルゴリズムによって生成された
2つの推定値 Vn と V ′

n が同じ解に収束することを意味し，すなわち

lim
n→∞

|Vn − V ′
n| = 0

が成り立つ．また，フィルタリング分布の観点から安定性を定義することもできる，す
なわち

lim
n→∞

d(PVn ,PV ′
n) = 0.

ここで d( · , · ) は 2つの確率分布間の距離を表す．さらに，収束レートが指数的である
場合，すなわち，ある定数 C > 0 および γ ∈ (0, 1) が存在して

d(PVn ,PV ′
n) ≤ Cγn, n ∈ N
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が成り立つとき，この性質をフィルタリングアルゴリズムの指数安定性（または幾何エ
ルゴード性）と呼ぶ．古典的なフィルタリング理論では，線形ガウス系 (4.1) の可制御
性と可観測性がKalmanフィルタの安定性を保証する [4, 24]．
非線形問題に対しては，さまざまな文脈で安定性が議論されている [9, 83]．例えば，

3DVarに対しては，トーラス上の二次元 Navier-Stokes方程式に対する指数安定性が証
明されている [17, 15]．EnKFの安定性も得られている [88]．ここでは，確率モデルダイ
ナミクス (3.1) と線形観測 (3.2) に対する EnKFの指数安定性について紹介する．

命題 6.2 (EnKFの指数安定性 [88]). (3.1) の解 Un と，(3.2) に基づいてEnKFによって
生成されたアンサンブル V

(1)
n , · · · , V (m)

n を考える．ここで，Xn = (Un, V
(1)
n , · · · , V (m)

n )

を状態空間 X = RNu ×RNu×m 上のマルコフ連鎖とし，P をそのマルコフ遷移カーネル
とする．(3.1) が仮定 5.23 および 仮定 5.25 を満たし，観測ノイズが仮定 3.1 を満たし，
さらに，ある定数 λ > 0, K > 0 と，正値関数 E : X → R が存在して，任意の c ∈ R に
対してコンパクトなレベル集合 {E(u) ≤ c} が存在し，

E[E(Xn)|FX
n−1] ≤ (1− λ)E(Xn−1) +K, n ∈ N

が成り立つとする．このとき，γ ∈ (0, 1) が存在して，任意の µ, ν ∈ M1(X ) に対し，あ
る定数 C = C(µ, ν) > 0 が存在して

dTV (P
nµ, Pnν) ≤ Cµ,νγ

n, n ∈ N (6.1)

が成り立つ．ここで，dTV ( · , · ) は全変動距離である．

命題 6.2 は，EnKFの初期誤差が時間とともに指数的に減衰することを意味する．フィ
ルタ安定性はフィルタリングアルゴリズムにとって適切な性質であるが，EnKFによる
状態推定の精度を保証するものではないことに注意する必要がある．

6.2 フィルタリングアルゴリズムの誤差解析
Hilbert空間 H 上の発展方程式に関連する状態空間モデルについて，EnKFの誤差解

析を概観する．
du

dt
= F(u), (6.2)

これは (3.11)と同じものである．任意の u0 ∈ H に対して一意な解が存在し，t ≥ 0 に対
して一パラメータ半群 Ψt : H → H を生成すると仮定する．注意 3.13 に述べたように，
この連続系に対応する離散力学系を

un = Ψ(un−1), n ∈ N, (6.3)
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とする．ここで，Ψ = Ψτ は時間間隔 τ > 0 に対応する半群作用素である．観測空間を
Hilbert空間 Y ⊂ H とする．ノイズを含む観測値 yn ∈ Y は以下のように得られる．

yn = Hun + ηn, (6.4)

ここで，H ∈ L(H,Y) は線形観測作用素，(ηn)n∈N ⊂ Y は独立同分布（i.i.d.）なノイズ
列である．

6.2.1 3DVar

3DVarアルゴリズムの解析から始める．

命題 6.3 ([63]). dim(H) < ∞ とし，un を (6.3) の一意な解で u0 ∈ Rm を初期状態とす
る．観測ノイズ (ηn)n∈N が以下を満たすと仮定する．

sup
n∈N

|ηn| = ϵ. (6.5)

さらに，3DVarのモデル共分散 P̂0 が適切に選ばれ，写像 (IH −KH)Ψ : RNu → RNu

が一様リプシッツ連続で，そのリプシッツ定数が θ ∈ (0, 1) であるとする．このとき，
3DVarアルゴリズムによって生成される推定状態列 (ϖn)n∈N に対して，ある定数 c > 0

が存在し，

lim sup
n→∞

|ϖn − un| ≤
c

1− θ
ϵ (6.6)

が成り立つ．

Proof. [63] の証明を概観し，非線形力学系に対するデータ同化アルゴリズムの誤差解析
の本質を説明する．(4.12) と (4.13) に (6.4) を適用すると，

ϖn = ϖ̂n +K(yn −Hϖ̂n) = (IH −KH)Ψ(ϖn−1) +KHun +Kηn.

また，(6.3) から

un = (IH −KH)Ψ(un−1) +KHΨ(un−1).

これらの式の差を取り，三角不等式を適用すると，en = ϖn − un について

|en| ≤ |(IH −KH)Ψ(ϖn−1)− (IH −KH)Ψ(un−1)|+ |Kηn| ≤ θ|en−1|+ cϵ

となる．ここで，θ は一様リプシッツ定数，ϵ は観測ノイズの上限，c = |K|L である．こ
の不等式を繰り返し適用すると，

|en| = θn|en−1|+ cϵ
1− θn

1− θ
→ cϵ

1− θ
(n → ∞).

したがって，(6.6) が示された．
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注意 6.4. 同様に，観測ノイズ (ηn)n∈N が 仮定 3.1 を満たす場合，E[|en|2] の誤差評価
を得ることができる．

命題 6.3 では，非線形写像 (IH−KH)Ψ のグローバルリプシッツ定数が 1 より小さい
ことを仮定している．これは，以下の 2つの条件を組み合わせることで十分条件となる．

(1) モデルダイナミクス Ψ が仮定 5.24 のようにグローバルリプシッツ連続であり，定
数 β′ > 0 を持つ．

(2) 解析ステップにおける誤差の収縮が |IH −KH|L < β′−1 で見積もられる．

1つ目の条件は多くの解析で一般的に仮定される．2つ目の条件について，(4.7) より

|IH −KH|L = |(IH + P̂nH
∗R−1H)−1|L

が成り立つ．全観測 (仮定 3.2) を仮定し，3DVarで P̂n = P0 = α2IH を選ぶと，

|(IH + P̂nH
∗R−1H)−1|L = |(IH + α2r−2IH)

−1|L =
r2

r2 + α2
(6.7)

となる．したがって，任意の β′ > 1 に対し，十分に大きな α > 0 を取ることで |IH −
KH|L < β′−1 を満たすことができる．一方で，部分観測を考える場合，観測行列 H は
フルランクではなくなる．この場合，KerH 6= {0} ならば |IH −KH|L ≥ 1 となるため，
上記の手法は利用できない．一般に，次の補題が成り立つ．

補題 6.5. H と Y を Hilbert空間とする．もし P̂nH
∗R−1H ∈ L(H) がフルランクでな

いならば，

|IH −KH|L = |(IH + P̂nH
∗R−1H)−1|L ≥ 1.

Proof. 仮定より，ある u ∈ H に対して u 6= 0 かつ P̂nH
∗R−1Hu = 0 となるものが存在

する．したがって，

(IH + P̂nH
∗R−1H)−1u = u

が成り立つ．よって結論が得られる．

3DVarの誤差評価は，節 5 で導入された部分観測を伴う散逸的力学系について得られ
る．証明は，節 5.2 における離散および連続データ同化の証明と類似している．さらに，
3DVarの連続時間版についても同様の結果が成り立つ．結果の概要を表 1 に示す．

アルゴリズム \ モデル L63 L96 2D-NSE

3DVar [61] [62] [17]

連続時間 3DVar [61] [62] [15]

表 1: 3DVarの誤差評価に関する参考文献．
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6.2.2 PO法

EnKFの誤差評価には，以下の 2つの困難がある．

(i-1) EnKFでは，リプシッツ定数 L > 0 を推定する必要があるが，

|un − v̂n| ≤ L|un−1 − vn−1|

となる L を求めるのが困難である．特に，Ψ(vn−1) 6= v̂n となるため，補題 5.3 を
直接適用できない．

(i-2) 3DVarと異なり，予測共分散 P̂n が明示的に決まらず，たとえ完全観測の設定で
あっても |IH + P̂nH

∗R−1H|L の評価が難しい．

以下の補題は，EnKFにおける誤差収縮の評価を与える．

補題 6.6. 仮定 3.2 が成立すると仮定する．このとき，EnKFにおける予測共分散 P̂n は
次の不等式を満たす．

|IH −KnH|L = |(IH + r−2P̂n)
−1|L ≤ 1.

Proof. P̂n � 0 であることから，補題 2.3 および 補題 2.19 を適用することで結論が得ら
れる．

Kellyら [54]は，各アンサンブルメンバーの状態の誤差を評価するため，e(k)n = v
(k)
n −un

を定義し，各メンバーの誤差成長を補題 5.3 を用いて評価することで，上記の課題 (1)

を回避する．まず，補題 6.6 を利用し，PO法の適切性と呼ばれる性質を証明する．すな
わち，有限時間での誤差の爆発が起こらないことを示す．

命題 6.7 (PO法の適切性, [54]の修正). モデルダイナミクス (6.2)に対して仮定 5.1お
よび仮定 5.2が成立し，観測 (6.4)に対して仮定 3.1および仮定 3.2が成立するとする．
さらに，un を (6.3) の解で，u0 ∈ B(ρ) とし，Vn を定義 4.10 によって生成されるアン
サンブルとする．このとき，任意の k = 1, . . . ,m と n ∈ N に対して，

E
[
|e(k)n |2

]
≤ e2βτnE

[
|e(k)0 |2

]
+ 2mr2

e2βτn − 1

e2βτ − 1
(6.8)

が成り立つ．

命題 6.7 は，β > 0 の場合，すなわちカオス的なモデルダイナミクスに対して，時間
に対して一様な誤差評価を保証しない．そのため，定義 4.19 で述べた加法的インフレー
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ションを適用する．完全観測（仮定 3.2）のもとで，加法的インフレーションを適用した
予測共分散 P̂α

n に対して，(6.7) と同様に

|(IH + P̂α
nH

∗R−1H)−1|L = |(IH + r−2(P̂n + α2IH))
−1|L

≤ |(IH + α2r−2IH)
−1|L =

r2

r2 + α2

が成り立つ．この評価は，加法的インフレーションを適用した PO法の誤差評価におい
て重要な役割を果たす．

命題 6.8 (加法的インフレーションを適用した PO法の誤差評価, [54]の修正). モデルダ
イナミクス (6.2)に対して仮定 5.1および仮定 5.2が成立し，観測 (6.4)に対して仮定 3.1

および仮定 3.2が成立するとする．さらに，un を (6.3) の解で，u0 ∈ B(ρ) とし，Vn を
定義 4.10 に基づいて生成され，加法的インフレーション定義 4.19 を適用するとする．
ここで，θ = (1 + α2

r2
)−2e2βh < 1 と定義する．このとき，任意の k = 1, . . . ,m と n ∈ N

に対して，

E
[
|e(k)n |2

]
≤ θnE

[
|e(k)0 |2

]
+ 2mr2

1− θn

1− θ
(6.9)

が成り立つ．特に，θ < 1 の場合，

lim
n→∞

E
[
|e(k)n |2

]
≤ 2mr2

1− θ

が成立する．

注意 6.9. 命題 6.7 および 命題 6.8 は，仮定 3.1 の代わりに 仮定 3.11 を仮定しても成
立する．これは，次の補題による．

補題 6.10. ヒルベルト空間 H に対して，η ∼ N (0, R̃) かつ R̃ � 0 で Tr R̃ < ∞, R̂ �
r2IH とする．さらに，P : H → H を直交射影とし，dim(P(H)) < ∞ とする．このとき，

E[|Pη|2] ≤ dim(P(H))r2.

次に，連続時間版の EnKFである EnKBF（定義 4.25で定義）について考える．ここ
では，有限次元の状態空間 H = RNu および観測空間 Y = RNy を仮定する．完全観測お
よび小さいノイズの下で，EnKBFの一様時間誤差評価が得られる．

命題 6.11 (EnKBF の精度評価 [30]). 確率的モデルダイナミクス (3.3) に対して，仮
定 5.24 および 仮定 5.25 が成立し，観測 (3.4)に対して仮定 3.2 が成立すると仮定する．
また，観測ノイズの分散 r2 は十分小さく選ばれるとする．初期アンサンブル V0 ∈ RNu×m

は，初期アンサンブル共分散 P0 ∈ RNu×Nu が可逆であり，

λmax(P0) ≤ C1r, λmin(P0) ≥ C2r
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を満たすように選ばれる（ここで，C1, C2 > 0 は定数）．確率変数 Ut を (3.3)の解，
Vt ∈ RNu×m を定義 4.25 によって生成されるアンサンブルとする．このとき，

lim
t→∞

E[|Ut − vt|2] = O(r) (6.10)

が成り立つ．

インフレーションを用いずに，この結果はモデルノイズの非退化性（仮定 5.25）によっ
て保証される．
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7. ESRFの誤差解析
7.1 ESRFの適切性
ここでも，(6.2)-(6.4) で与えられる状態空間モデルを考える．節 6.2 においてこのモ

デルを用いる．状態推定誤差のアンサンブルを En = [e
(k)
n ]mk=1 ∈ Hm と定義し，Fn を

初期不確実性 V0 と観測ノイズ系列 (ηk)
n
k=1 によって生成される σ-代数とする．ここで

は ETKFの適切性を示す．

定理 7.1 (ETKFの適切性 [82]). ダイナミクス (6.2) が 仮定 5.1 および 仮定 5.4 を満
たし，観測 (6.4) が 仮定 3.2 および 仮定 3.11 を満たすとする．(6.3) の解 un は初期条
件 u0 ∈ B(ρ) を満たし，ETKF (定義 4.13) によってアンサンブル Vn が生成されると
する．このとき，以下の評価が成り立つ：

E
[
|En|22

]
≤ e2βhnE

[
|E0|22

]
+ (m− 1)r2

e2βhn − 1

e2βh − 1
, n ∈ N. (7.1)

ETKF の解析ステップ (定義 4.13) に必要な補題を示す．これは，PO法に関する [54]

の Proposition 3.2に対応している．

補題 7.1. 変換行列について，次の関係が成り立つ．

dVn1
∗ = dV̂n1

∗ = 0 ∈ H, (7.2)

Tn1
∗ = 1∗. (7.3)

さらに，アンサンブルについて，次の関係式が成り立つ．

(IH + P̂nH
∗R−1H)Vn = V̂nT

−1
n + P̂nH

∗R−1yn1. (7.4)

Proof. 以下の証明では，簡単のために時間インデックス n を省略する．補題 2.16 の式
(2.8) より，

S−11∗ =

(
Im +

1

m− 1
dV ∗H∗R−1HdV

)
1∗ = 1∗

となる．ここで，S = T 2 は (4.24) で定義される．したがって，

S1∗ = 1∗ (7.5)

が成り立つ．
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次に，1∗ が T = S
1
2 の固有ベクトルであり，固有値が 1 であることを示す．S は対称

行列であるため，ユニタリ行列 U ∈ Rm×m と対角行列 D ∈ Rm×m を用いて S = UDU∗

と対角化できる．このとき，(7.5) は次のように書き換えられる．

S1∗ = 1∗ ⇔ UDU∗1∗ = 1∗ ⇔ DU∗1∗ = U∗1∗.

ここで，u = U∗1∗ = (u1, · · · , um)∗ ∈ Rm とし，D の対角要素を dj > 0 (j = 1, . . . ,m)

とおくと，各成分について次の関係が成り立つ．

djuj = uj , j = 1, . . . ,m.

これは，dj = 1 または uj = 0 を意味する．したがって，

(dj)
1
2uj = uj , j = 1, . . . ,m.

となり，D
1
2U∗1∗ = U∗1∗ が成り立つ．定義より T = UD

1
2U∗ であるから，T1∗ = 1∗

が示された．これは (7.3) である．
最後に，(7.4) を示す．(4.23) より，

(IH + P̂H∗R−1H)v = v̂ + P̂H∗R−1y ∈ H.

が成り立つ．また，P̂ = Covm(V̂ )，(4.24)，および S = T 2 を用いると，

(IH + P̂H∗R−1H)dV = (IH + P̂H∗R−1H)dV̂ T

= dV̂

[
Im +

1

m− 1
dV̂ ∗H∗R−1HdV̂

]
T

= dV̂ S−1T = dV̂ T−1 ∈ Hm.

最後に，(4.23) と v̂1T−1 = v̂1 を用いると，

(IH + P̂H∗R−1H)V = (IH + P̂H∗R−1H)(v1+ dV )

= v̂1+ P̂H∗R−1y1+ dV̂ T−1

= v̂1T−1 + dV̂ T−1 + P̂H∗R−1y1

= V̂ T−1 + P̂H∗R−1y1.

以上で証明が完了する．

(Proof of 定理 7.1). 仮定 3.2より，関係式 (7.4)は以下と同値である．

(IH + r−2P̂n)Vn = V̂nT
−1
n + r−2P̂nyn1． (7.6)

62



ここで，Un = un1 ∈ Hm と定める．(7.3)より，Un = UnT
−1
n が成り立つ．したがって，

(IH + r−2P̂n)Un = Un + r−2P̂nUn = UnT
−1
n + r−2P̂nUn． (7.7)

ここで，Ên = V̂n −Un とおくと，(7.7)を (7.6)から引くことで，

(IH + r−2P̂n)En = ÊnT
−1
n + r−2P̂n(yn − un)1 = ÊnT

−1
n + r−2P̂nηn1

を得る．
ここで，r−2P̂n � 0 であるため，IH + r−2P̂n は可逆である．したがって，両辺に

(IH + r−2P̂n)
−1 を掛けると，

En = (IH + r−2P̂n)
−1ÊnT

−1
n + (IH + r−2P̂n)

−1r−2P̂nηn1

を得る．ここで，En を以下の 2つの項に分けて評価する．

R1 = (IH + r−2P̂n)
−1ÊnT

−1
n ， (7.8)

R2 = (IH + r−2P̂n)
−1r−2P̂nηn1． (7.9)

ここで，Pn の像空間の次元は高々 m− 1 である．これは P̂n が m 個のベクトルから
構成されるが，1つの制約があるためである．よって，H から Ran(Pn) への射影を Πn

とすると，R2 = (IH + r−2P̂n)
−1r−2P̂nΠnηn1 となる．(2.12) より，r−2P̂n � 0 である

ため，(IH + r−2P̂n)
−1r−2P̂n � I が成り立つ．したがって，

|R2|22 ≤ |Πnηn1|22 = |Πnηn|2 (7.10)

を得る．
ここで，J = IH + r−2P̂n とおく．このとき，J, J−1 ∈ Lsa(H) であり，|J−1|L ≤ 1 で

ある．よって，

R1R
∗
1 = J−1ÊnT

−2
n Ê∗

nJ
−1

となる．
ここで，(7.3) および ÊndV̂

∗
n = dV̂nÊ

∗
n = dV̂ndV̂

∗
n を用いると，

ÊnT
−2
n Ê∗

n = Ên

[
Im +

r−2

m− 1
dV̂ ∗

n dV̂n

]
Ê∗

n

= ên1(ên1)
∗ + dV̂ndV̂

∗
n + dV̂ndV̂

∗
n r

−2P̂n

= ên1(ên1)
∗ + dV̂ndV̂

∗
n J

となる．この関係を利用して R1 の評価を進め，補題 5.3 を用いることで，最終的に

E[|En|22] ≤ e2βhE[|En−1|22] + (m− 1)r2

を得る．この不等式を繰り返し適用することで，(7.1) を得る．
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EAKFに対しても同様の結果が得られる．

定理 7.2 (EAKFの適切性). 定理 7.1と同じ条件のもとで，EAKF (定義 4.16) によっ
て生成される Vnについて，(7.1)と同じ誤差評価が成り立つ．

Proof. ETKFの場合と同様に，時間インデックス nは固定し，証明の簡潔さのため省略
する．ETKFとの違いはR1の評価にある．
明らかに，次の関係式が成り立つ：

u = (IH −K)u+Ku． (7.11)

一方，EAKFにおける解析アンサンブルは

V = v1+ dV =
[
(IH −K)v̂ +Ky

]
1+AdV̂ (7.12)

で与えられる．(7.11)を (7.12)から引くことで，

E = (IH −K)ê1+AdV̂ +K(y − u)1 (7.13)

を得る．補題 4.4より，(IH −K)−1 = IH + r−2P̂ = J である．さらに，補題 4.14から

K = (IH −K)r−2P̂ = (IH + r−2P̂ )−1r−2P̂

が成り立つ．したがって，(7.13)は

E = J−1ê1+AdV̂ + (IH + r−2P̂ )−1r−2P̂ η1

と書ける．ここで，誤差のアンサンブルEを次の 2つの項に分解する：

R1 = J−1ê1+AdV̂，
R2 = (IH + r−2P̂ )−1r−2P̂ η1．

ここで，R2 は ETKFの場合と同じである．また，J = (IH −K)−1 であるため，(4.28)

における調整作用素の定義から，

AdV̂ (AdV̂ )∗ = (m− 1)(IH −K)P̂ = J−1dV̂ dV̂ ∗

が成り立つ．また，dV̂ 1∗ = 0 であることを考慮すると，

R1R
∗
1 = J−1ê1(J−1ê1)∗ +AdV̂ dV̂ ∗A∗ = J−1ê1(J−1ê1)∗ + J−1dV̂ dV̂ ∗

が得られる．これは ETKFの証明におけるR1R
∗
1と同じである．

注意 7.2. 定理 7.1と定理 7.2は，ESRFの短時間における精度を保証する．さらに，こ
れらの結果はHが無限次元であっても成り立ち，PO法に関する命題 6.7と類似してい
る．命題 6.7と比較すると，定理 7.1および定理 7.2の評価 (7.1)の第二項には係数 2が
現れない．これは，PO法が観測ノイズの分散の影響をより受けやすいことを示している．
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7.2 ESRFの時間大域的な誤差評価
解析誤差 en = vn − unの時間大域的な誤差評価を行う．困難 (i-1)から，アンサンブル

平均の誤差増大を評価するために，補題 5.3の代わりに補題 5.5を用いる必要がある．

定理 7.3 (乗法的インフレーションを用いたETKFの誤差評価 [82]). dim(H) = Nu < ∞
とする．(6.2)のモデルダイナミクスが仮定 5.1および仮定 5.4を満たし，(6.4)の観測が仮
定 3.11および仮定 3.2を満たしているとする．(6.3)の解unは初期状態u0 ∈ B(ρ)で与え
られ，Vnは定義 4.13のETKFに定義 4.20の乗法的インフレーションをα ≥ 1として適
用したものとする．さらに，アンサンブルサイズm ∈ Nが十分に大きく，λmin(P0) ≥ λ0

を満たすとし，すべての k = 1, . . . ,mおよび n ∈ Nに対して v
(k)
n ∈ B(ρ)であると仮定

する．このとき，任意の ϵ > 0に対して，α0 = α0(ρ, β,m, λ0, τ, r, ϵ) ≥ 1が存在し，すべ
ての α ≥ α0について以下が成り立つ．

(i) λ∗ = λ∗(ρ, β,m, λ0, τ, r, α) > 0が存在し，すべての n ∈ Nに対して λmin(P̂n) > λ∗

が成り立つ．

(ii) n ∈ Nおよび θ = (1 + α2

r2
λ∗)

−2e2(β+ϵ)τ に対して，

E[|en|2] ≤ θn(E[|e0|2] +D) +Nur
2 1− θn

1− θ
+

(
(1− θn)(1−Θ)

1− θ
− 1

)
D (7.14)

が成り立つ．ここで，D = β2ρ2

(β+ϵ)ϵ およびΘ = (1+
α2
0

r2
λ∗)

−2である．さらに，θ < 1

ならば，

lim
n→∞

E[|en|2] ≤
Nur

2

1− θ
+

(
1−Θ

1− θ
− 1

)
D (7.15)

が成り立つ．

Proof. 簡単のため，λ̂min
n = λmin(P̂n) および λmin

n = λmin(Pn) と書くことにする．ま
ず，予測ステップにおける固有値の変化，すなわち λmin

n−1 から λ̂min
n への変化を見積も

る．このために，予測ステップを次のように補間する：

v̂
(k)
t = Ψt(v

(k)
n−1), P̂t =

1

m− 1

m∑
k=1

(v̂
(k)
t − v̂t)⊗ (v̂

(k)
t − v̂t), λt = λmin(P̂t), t ∈ [0, τ ].

仮定 5.1 より，v̂
(k)
t ∈ B(ρ) である．P̂t を t で微分すると，

d

dt
P̂t =

1

m− 1

m∑
k=1

(F (v̂
(k)
t )− F t)⊗ (v̂

(k)
t − v̂t) + (v̂

(k)
t − v̂t)⊗ (F (v̂

(k)
t )− F t), (7.16)
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ここで，

F t =
1

m

m∑
k=1

F (v̂
(k)
t ).

また， 1
m

∑m
k=1 v̂

(k)
t − v̂t = 0 であるため，

d

dt
P̂t =

1

m− 1

m∑
k=1

(F (v̂
(k)
t )− F (v̂t))⊗ (v̂

(k)
t − v̂t) + (v̂

(k)
t − v̂t)⊗ (F (v̂

(k)
t )− F (v̂t)).

(7.17)

補題 2.15 によると，t ∈ (0, τ) に対して，ある w = wt ∈ H が存在し，|w| = 1 であって，

d

dt
λt =

〈
w,

d

dt
P̂tw

〉
.

を満たす． d
dtλt の下限を導出するため，(7.17) の右辺の絶対値を考える．|w| = 1 であ

り，仮定 5.4 により，∣∣∣∣〈w, ddtP̂tw

〉∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ 2

m− 1

m∑
k=1

〈
F (v̂

(k)
t )− F (v̂t), w

〉〈
v̂
(k)
t − v̂t, w

〉∣∣∣∣∣
≤ 2

(
1

m− 1

m∑
k=1

〈
F (v̂

(k)
t )− F (v̂t), w

〉2) 1
2
(

1

m− 1

m∑
k=1

〈
v̂
(k)
t − v̂t, w

〉2) 1
2

≤ β
1

m− 1

m∑
k=1

|v̂(k)t − v̂t|2 ≤ 8
m

m− 1
βρ2.

最後の不等式は v̂
(k)
t ∈ B(ρ) であることと，定理 7.3 の仮定による．したがって，

d

dt
λt ≥ −a

が成り立ち，ここで a = 8 m
m−1βρ

2 > 0 である．t = 0 から t = τ まで積分すると，

λ̂min
n = λτ ≥ e−aτλ0 = e−aτλmin

n−1. (7.18)

解析ステップにおける固有値の変化を考える．仮定 3.2 および (4.36) より，

Pn−1 =
α2

m− 1
dV̂n−1(Im + α2γ−2P̃n−1)

−1dV̂ ∗
n−1

が成り立つ．ここで，

P̃n−1 =
1

m− 1
dV̂ ∗

n−1dV̂n−1 ∈ Rm×m
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である．次に，n ∈ N を固定し，P̂n−1 の固有ベクトルが Pn−1 の固有ベクトルでもある
ことを示す．実際，ϕ ∈ H が固有値 λ ≥ 0 に対して P̂n−1ϕ = λϕ を満たすとすると，

P̃n−1dV̂
∗
n−1ϕ =

1

m− 1
dV̂ ∗

n−1dV̂n−1dV̂
∗
n−1ϕ = dV̂ ∗

n−1P̂n−1ϕ = λdV̂ ∗
n−1ϕ

となる．したがって，

Pn−1ϕ =
α2

m− 1
dV̂n−1(Im + α2γ−2P̃n−1)

−1dV̂ ∗
n−1ϕ

=
α2

m− 1
dV̂n−1

1

1 + α2γ−2λ
dV̂ ∗

n−1ϕ

=
α2

1 + α2γ−2λ
P̂n−1ϕ =

α2λ

1 + α2γ−2λ
ϕ

が成り立つ．関数 λ 7→ α2λ
1+α2γ−2λ

は単調増加するため，最小固有値の間には

λmin
n−1 =

α2λ̂min
n−1

1 + α2

γ2 λ̂
min
n−1

(7.19)

という関係が成り立つ．(7.18) と (7.19) を組み合わせることで，λ̂min
n の不等式を得る：

λ̂min
n ≥

e−aτα2λ̂min
n−1

1 + α2

γ2 λ̂
min
n−1

.

ここで，固有値に関する離散力学系

λn+1 = g(λn), λ0 > 0

を考える．ただし，g(λ) = e−aτα2λ

1+α2

γ2
λ
である．このとき，すべての n ∈ N ∪ {0} に対し

て λn > 0 が成り立つ．この力学系の不動点を λ∞ = γ2

α2 (e
−aτα2 − 1) とする．すなわ

ち，λ∞ = g(λ∞) を満たす．e−aτα2 > 1 の場合，g(λ)
λ は λ ≤ λ∞ のとき ≥ 1 を満たし，

λ > λ∞ のとき < 1を満たす．したがって，limn→∞ λn = λ∞ となる．一方，e−aτα2 ≤ 1

の場合，limn→∞ λn = 0 である．したがって，次の下限評価を得る：

λ̂min
n ≥ min

{
λ̂min
0 ,

γ2

α2
(e−aτα2 − 1)

}
= min

{
e−aτλ0,

γ2

α2
(e−aτα2 − 1)

}
= λ∗ > 0

(7.20)

ただし，この不等式が成り立つのは e−aτα2 > 1 の場合に限る．
最後に，E[|en|2] に対する漸化不等式を導く．仮定 3.2 により，等式 (4.35) は次の形

に書き換えられる：

(I + α2γ−2P̂n)vn = v̂n + α2γ−2P̂nyn.
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定理 7.1 の証明と同様に，誤差を次の 2つの項に分解する：

r1 = (IH + α2γ−2P̂n)
−1ên, (7.21)

r2 = (IH + α2γ−2P̂n)
−1α2γ−2P̂n(yn − un), (7.22)

ここで，ên = v̂n − un である．(2.12) より，

|(IH + α2γ−2P̂n)
−1α2γ−2P̂n|L ≤ 1

が成り立つ．したがって，

|r2| ≤ |yn − un| = |ηn| (7.23)

を得る．
また，最小固有値の下限 (7.20) より，

|(IH + α2γ−2P̂n)
−1|L ≤ (1 +

α2

γ2
λ∗)

−1

が成り立つ．したがって，

|r1|2 ≤
1

(1 + α2

γ2 λ∗)2
|ên|2 ≤

e2(β+ϵ)h

(1 + α2

γ2 λ∗)2
(|en−1|2 +D)− D

(1 + α2

γ2 λ∗)2
, (7.24)

ここで，ϵ > 0 に対して 補題 5.5 を用いた．
定理 7.1 の証明と同様に，r1 と r2 の期待値をそれぞれ計算すると，

E[|en|2] = E[|r1|2] + E[|r2|2] ≤ E
[
|r1|2

]
+ E[|ηn|2] = E

[
|r1|2

]
+Nuγ

2

≤ e2(β+ϵ)h

(1 + α2

γ2 λ∗)2
(E[|en−1|2] +D)− D

(1 + α2

γ2 λ∗)2
+Nuγ

2

≤ θ(E[|en−1|2] +D)− D

(1 + α2

γ2 λ∗)2
+Nuγ

2 = θ(E[|en−1|2] +D) + δ,

ここで，δ = Nuγ
2 −ΘD である．この不等式を利用すると，

E[|en|2] +D ≤ θ(E[|en−1|2] +D) + δ +D

を得る．この不等式を繰り返し適用すると，

E[|en|2] ≤ θn(E[|e0|2] +D) + (δ +D)
1− θn

1− θ
−D

= θn(E[|e0|2] +D) +
(
Nuγ

2 + (1−Θ)D
) 1− θn

1− θ
−D

= θn(E[|e0|2] +D) +Nuγ
2 1− θn

1− θ
+

(
(1− θn)(1−Θ)

1− θ
− 1

)
D
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を得る．さらに，θ < 1 の場合，n → ∞ の極限において

E[|en|2] ≤
Nuγ

2

1− θ
+

(
1−Θ

1− θ
− 1

)
D

が成り立つ．

同様に，EAKF の誤差評価も得られる．

定理 7.4 (乗法的インフレーションを用いた EAKFの誤差評価). 乗法的インフレーショ
ン 定義 4.20 を用いた EAKF によって生成される Vn に対して，定理 7.3 と同じ仮定
を置く．ここで，インフレーション係数は α ≥ 1 とする．このとき，誤差評価 (7.14) お
よび (7.15) が同様に成り立つ．

Proof. 証明は 定理 7.3 の場合と同じである．なぜなら，注意 4.22 の関係式

(IH + α2P̂nH
∗R−1H)vn = v̂n + α2P̂nH

∗R−1yn,

Pn =
α2

m− 1
dV̂n(Im + α2dV̂ ∗

n H
∗R−1HdV̂n)

−1dV̂ ∗
n

を用いるだけだからである．これらの関係式は ETKF と EAKF の両方で共通してい
る．

Luo と Hoteit [68] は，乗法的インフレーション係数 α の上限と下限を導出し，残差
誤差 ern = yn−Hvn がある範囲内に収まることを保証している．この α の範囲は，各時
刻の解析ステップの前に，予測残差誤差 êrn = yn −Hv̂n を用いて適応的に計算される．
彼らの理論は，モデルのダイナミクスに関する仮定を課さない．しかし，この理論は残
差誤差 ern に対する評価を保証するのみであり，実際の誤差 en = un − vn については保
証していない．一方で，本研究の結果は，モデルのダイナミクスに関する定数 ρ および
β を推定すれば，実際の誤差 en に対する誤差評価を保証できる．
命題 6.8 における加法的インフレーションと比較すると，定理 7.3 および 定理 7.4 の

乗法的インフレーションはアンサンブルの分散を拡大する．その結果，解析アンサンブ
ルのすべてのメンバー Vn に対する誤差評価を得ることはできない．代わりに，補題 5.5

を用いることで，解析平均 vn に対する誤差評価を行う．これにより，(7.15) において追
加の定数 D が導入される．しかし，この追加項は無視できる程度になり，ある極限にお
いてフィルタリング誤差は観測ノイズのオーダーに収束する傾向がある．

系 7.3. 定理 7.3 の仮定の下で，観測の精度が無限大に近づく極限（すなわち r → 0）で
は，フィルタリング誤差 (7.15) は次の関係を満たす：

lim
n→∞

E[|en|2] = O(r2).
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Proof. Θ は次のように表される：

Θ =

(
r2

r2 + α2λ∗

)2

= O(r4),

また，θ = O(r4) である．このとき，
1−Θ

1− θ
− 1 = (1−Θ)(1 + θ +O(Θ2))− 1

= 1−Θ+ θ +O(Θ2)− 1

= Θ(e2(β+ϵ)h − 1) +O(Θ2) = O(r4)

が成り立つ．よって，

lim
n→∞

E[|en|2] =
mr2

1− θ
+

(
1−Θ

1− θ
− 1

)
D = mr2(1 +O(r4)) +O(r4) = O(r2)

となる．

7.3 数値計算
観測システムシミュレーション実験（Observing System Simulation Experiment, OSSE）

または双子実験は，データ同化アルゴリズムを数値的に検証するための標準的な手法で
ある．この手法では，実際の観測データではなく，数値モデルから直接生成された合成
データのみを使用する．これにより，不完全なモデルや未知の測定ノイズに関連する問
題を回避できる．

定義 7.4 (OSSE). OSSE の標準的な手順は以下の通りである．

(1) (6.2) の真の解 (un)
N
n=1 を数値的に計算する．

(2) (6.4) に従い，ランダムな観測データ (yn)
N
n=1 を生成する．

(3) 観測データ (yn)
N
n=1 を同化し，データ同化アルゴリズムを用いて解析値 (ϖn)

N
n=1

を得る．

(4) 各時刻 n = 1, . . . , N について，un と ϖn の誤差を計算する．

EnKF において，解析値はアンサンブル平均に対応し，すなわち ϖn = vn である．時
刻 n における二乗誤差（SE）は次のように定義される：

SEn = |ϖn − un|2. (7.25)
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これは，定理 7.3 の誤差評価 (7.14) および (7.15) で用いられる．また，時刻 n におけ
る平均二乗誤差の平方根（RMSE）も利用される：

RMSEn =
|ϖn − un|√

Nu
=

√
SEn

Nu
. (7.26)

これは，モデルのダイナミクスの次元で正規化されたものである．これらの誤差には，定
義 7.4 の手順 (1) で真の解を数値的に近似しているため，数値誤差と状態推定誤差の両
方が含まれる．
OSSE の例として L96 方程式 (5.6) を考える．ここでは，パラメータとして J = 40，

f = 8 を設定する．これらの値のもとで，命題 5.8 に示されるように，仮定 5.2 の不等
式 (5.1) において

β = 2ρ− 1 = 2
√
2Jf − 1 > 0

が成り立つため，L96 方程式はカオス的な振る舞いを示し得る．
まず，時間ステップ幅 ∆t = 0.01 で 4 次の Runge-Kutta 法を用いて，N = 14400 ス

テップ分の解 u(t) を T = N∆t まで計算する．初期条件は次のように設定する：

u0 = (f ∗ 1.001, f, . . . , f)∗ ∈ RJ

= (8.008, 8.0, . . . , 8.0)∗ ∈ R40.

時間区間 0 ≤ t ≤ 144 における解 u(t) の第 1 成分 u1(t) の時間発展を 図 5(a) に示す．
また，第 1 成分と第 2 成分 (u1(t), u2(t)) ∈ R2 への射影を 図 5(b) に示す．

(a)
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−10
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0

5

10

u
1

(b)

−10 0 10

u1

−5

0

5

10

u
2

図 5: L96 方程式 (5.6) の解（(J, f) = (40, 8)）．
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また，解の有界性を確認するため，|u(t)|/
√
J の時間発展を 図 6 に示す．初期段階で

はノルムが急激に減少し，これは L96 方程式の散逸性を示している．その後，ノルムは
概ね 4.0 の値の周りで非周期的に変動しており，軌道が有界であることが確認できる．

0 20 40 60 80 100 120 140

t

0

2

4

6

8

|u|
/√

J

図 6: ノルム |u(t)|/
√
J の時間発展．

L96方程式の 2つの解 u(t)と uϵ(t)を考える．それぞれの初期状態を u(0)および uϵ(0)

とし，|uϵ(0)−u(0)|/
√
J ≈ ϵ となるように設定する．ここで，ϵ > 0 は小さなスケールを

表す．図 7には，正規化誤差 |δu(t)|/
√
J の時間発展を示す．ここで，δu(t) = u(t)−uϵ(t)

とし，ϵ = 10−4 を用いる．この結果は，L96 方程式の解が初期摂動に対して鋭敏性を持
ち，カオス的な振る舞いを示すことを示唆している．
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図 7: 正規化誤差 |δu(t)|/
√
J の時間発展（ϵ = 10−4）の対数プロット．

L96方程式に対して ETKFを適用し，前節の解析を検証する．時間間隔 τ = 5∆t = 0.05

に対し，前述の数値解 u(t) を用いて写像 Ψτ を近似する．まず，N0 = 1440 に対して
t = N0τ までの解を破棄し，L96 方程式の吸収球内に収まるようにする．次に，隠れた
真の状態 (un)

Nt
n=1 を次のようにサンプリングする：

un = u(nτ +N0τ), n = 1, . . . , Nt.

ここで，Nt = 480 とする．この処理は 定義 7.4 の OSSE のステップ (1) に対応する．
次に，観測システム (6.4) に関して 仮定 3.2 を仮定し，観測系列 (yn)

Nt
n=1 を以下のよ

うに生成する：

yn = un + ξn, ξn ∼ N(0, r2I), n = 1, . . . , Nt,

ここで，観測ノイズの分散は r2 = 0.1 とする．この処理は 定義 7.4 の OSSE のステッ
プ (2) に対応する．OSSE のステップ (3) において，アンサンブルサイズ m = J + 1 の
ETKF を適用する．初期アンサンブルは，RJ の標準基底 ei (i = 1, . . . , J) を用いて

V0 = [e1, e2, . . . , eJ ,−
J∑

i=1

ei] ∈ RJ×m

とする．これにより，定理 7.3 の仮定 λmin(C0) > 0 が満たされる．この V0 および観測
データ (yn)

Nt
n=1 を用いて，ETKF の予測アンサンブル (V̂n)

Nt
n=1 および解析アンサンブル

(Vn)
Nt
n=1 を計算する．ここでは，定義 4.20 に示される乗法的共分散インフレーションを

用い，α = 1.0, 1.1, 5.0 の 3 つの値について実験を行う．
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期待値 E[SEn] は，観測ノイズを生成するための異なる 20 個の乱数シードに対する
平均を用いて近似する．図 8(a) には，α = 1.0, 1.1, 5.0 の場合の E[SEn] を示す．また，
誤差成長が十分に抑制されるようなインフレーション（θ � 1）のもとでの誤差評価式
(7.15) も示す．この場合，誤差評価は Jr2 によって近似される．
さらに，図 8(b)には，予測共分散の最小固有値 λ̂min = λmin(P̂n)を示す．この図から，

インフレーションなし（α = 1.0）では E[SEn] が理論的評価値よりも大きい（図 8(a)）．
また λ̂min ≈ 10−10 であり，観測ノイズの分散 r2 = 0.1 に比べて無視できるほど小さい
ことが分かる（図 8(b)）．
一方，インフレーションパラメータが大きい場合（α = 5.0），λ̂min は ≈ 10−2 で下か

ら抑えられ，α = 1.0 の場合に比べて約 8 桁大きい値を取る（図 8(b)）．その結果，初
期時刻を除けば E[SEn] は理論的評価値以下，もしくは同程度となる（図 8(a)）．この結
果は，理論評価の近似誤差や数値誤差を考慮しても 定理 7.3 を支持する．
さらに，比較的小さいインフレーションパラメータ（α = 1.1）の場合，E[SEn] は

α = 5.0 の場合よりも小さい値を示すが，λ̂min は依然として小さい．したがって，本理
論では最適な α を決定することはできない．しかし，大きなインフレーションパラメー
タと最小固有値の下限が誤差評価 (7.15) を得るための十分条件であるため，本数値結果
は理論と整合的である．
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図 8: (a) E[SEn] の時間発展，および (b) 予測共分散の最小固有値 λ̂min の観測時間ス
テップ n に対するプロット（ETKF における乗法的インフレーションパラメータ α =

1.0, 1.1, 5.0 の場合）．

次に，時間平均 SE の観測ノイズ分散 r2 に対する依存性を調べる．図 9 には，α =

1.1, 5.0における時間平均 SEの r2に対する両対数プロットを示す．ここで，r = 10−5, . . . , 10−1
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とし，各パラメータの組 (r, α) に対して 1 つの乱数シードを用いて SE を計算する．
α = 5.0 の場合，系 7.3 で示した理論的評価 SE = O(r2) が検証される．

10−5 10−4 10−3 10−2 10−1

observation noise variance r2

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

S
E

ETKF α=1.1

ETKF α=5.0

r2

図 9: ETKF における乗法的インフレーション（α = 1.1, 5.0）のもとでの時間平均 SE

と r2 の両対数プロット（r = 10−5, . . . , 10−1）．
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8. まとめと今後の展望
本論文では，ヒルベルト空間上の散逸力学系に対してEnKFの理論的側面を研究した．

EnKF に関しては，KFとの整合性，指数安定性，および理想条件下での誤差評価が得
られている．特に，本論文の主な貢献は以下の 3 点に要約される [82]．
第一に，ESRF のフィルタリング誤差が無限次元の状態空間においても任意の有限時

間で有界であることを証明した．第二に，状態空間が有限次元の場合，乗法的インフレー
ションを用いることで，一様時間誤差評価を得るために必要なインフレーションパラメー
タ α の最小値を決定した．これらは，PO 法に対する解析を ESRF の場合へと拡張した
理論的成果である．最後に，数値例を通じて誤差評価の妥当性を検証し，α の下限が改
良可能であることを示した．
今後の研究の方向性を示す．まず，乗法的インフレーションを用いた ESRF に関する

誤差評価（定理 7.3 および 定理 7.4）は，PO 法における乗法的アンサンブルインフレー
ション（定義 4.20 の (1’)）のケースへと拡張できると考えられる．このためには，PO

法の解析ステップにおいてランダムに生成されるアンサンブル共分散 Pn の固有値を適
切に評価する必要がある．
次に，現状の EnKFの誤差解析は現実的な応用には適さない全観測の場合に限定され

ている．部分観測のもとでの誤差評価については，表 1 における 3DVar の結果を EnKF

に拡張できる可能性がある．例えば，L63 方程式を考えると，部分観測作用素 (5.14) を
用いた PO 法において，加法的インフレーションを適用すれば誤差評価が得られるので
はないかと予想される．
さらに，アンサンブルサイズが状態空間の次元よりも大きいと仮定しているが，これ

は理論的な制約である．実際の EnKF の応用では，計算資源の制約によりこの仮定は成
り立たないことが多い．小さなアンサンブルサイズで誤差評価を得るためには，力学系
の次元削減が必要となる．例えば，トーラス上の 2D-NSE における決定モードは有限次
元部分空間を定義し，この部分空間からの部分観測によって全空間の状態を再構成でき
る．したがって，アンサンブルサイズがこの部分空間の次元よりも大きい場合，誤差評
価が得られる可能性がある．
最後に，本論文では力学モデルの時間発展が数値誤差なしに近似できると仮定してい

るが，これは 節 6.2 で議論したように理想的な前提である．今後の研究では，データ同
化アルゴリズムの誤差解析に数値誤差を含めるべきであり，数値解析の理論を活用する
ことが求められる．関連するトピックとして，無限次元空間で定式化されたベイズ逆問
題の離散化に関する研究 [27] や，不完全モデルを扱う手法 [76] などが挙げられる．
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