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Lipschitz関数の微分可能性についての結果．

1 記号
• Rn 上のユークリッドノルムを ∥ · ∥と書く．
• Lebesgue測度をm，Lebesgue外測度をm∗ と書く．

2 1変数
Definition 2.1 (Vitali被覆). E ⊂ Rとおく，正の長さをもつ区間の集合族 I について以下が
成り立つとき，I は E の Vitali被覆という．∀x ∈ E, ∀ϵ > 0, ∃I ∈ I s.t. x ∈ I かつ |I| < ϵ.

Lemma 2.2 (Vitaliの被覆定理). E ⊂ R, m∗(E) < ∞とし，I を E の Vitali被覆とする．こ
のとき，高々可算で互いに素な区間の列 I1, · · · ,∈ I が存在して次が成り立つ．

m∗(E \ ∪∞
j=1Ij) = 0.

Theorem 2.3 (Lebesgue の定理). f : [a, b] → R を単調増加関数とする．このとき，f はほ
とんど至るところ微分可能でその導関数 f ′ は可積分である．さらに，以下の不等式が任意の
a ≤ α ≤ β ≤ bに対して成り立つ．∫ β

α

f ′(x)dx ≤ f(β)− f(α).

証明には Vitaliの被覆定理を使う．

Definition 2.4 (有界変動関数 (Bounded Variation: BV)). f : [a, b] → Rの全変動を

T [a, b] = sup
∆

N∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|
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で定める．ただし，∆ : a = x0 < x1 < · · · < xN = b は任意の [a, b] の分割を表す．全変動
T [a, b] < ∞のとき，f を [a, b]上の有界変動関数という．

Definition 2.5 (絶対連続関数 (Absolute Continuous: AC)). f : [a, b] → R が絶対連続とは
以下が成り立つことを言う．∀ϵ > 0 に対して ∃δ > 0 s.t. ∀n ∈ N で任意の互いに素な区間
[x1, y1], . . . , [xn, yn]について

n∑
j=1

|xj − yj | < δ ⇒
n∑

j=1

|f(xj)− f(yj)| < ϵ.

が成り立つ．

Definition 2.6 (Lipschitz関数 (Lip)). f : [a, b] → Rはある L > 0が存在して以下を満たす
とき L-Lipschitzと呼ばれる．

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ [a, b].

より一般に，Ω ⊂ Rn として，f : Ω → Rm が L-Lipschitzとは以下が成り立つことを言う．

∥f(x)− f(y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ Ω.

Lemma 2.7 (Lip, AC, BVの関係). Lip ⇒ AC ⇒ BV.

Theorem 2.8 (有界変動関数の特徴づけ). 有界変動関数は単調関数の差で書ける．

Theorem 2.9 (絶対連続関数の特徴づけ). F が [a, b]上で絶対連続 ⇔ ある [a, b]上の可積分関
数 f が存在して，以下が成り立つ．

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t)dt.

3 多変数
Theorem 3.1 (Rademacherの定理). Ω ⊂ Rn を開集合，f : Ω → Rm を Lipschitz関数とす
る．このとき，f は Ω上ほとんど至るところで微分可能．つまり，ほとんどの x ∈ Ωに対して，
ある線型写像 L : Rn → Rm が存在して

lim
∥y∥→0

∥f(x+ y)− f(x)− L(y)∥
∥y∥

= 0

が成り立つ．*1

*1 このとき，L = Df(x)と表す．
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