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概要
非粘性非圧縮流体において渦度が delta関数の線形和で表される系を点渦系と呼ぶ．ここ
ではいくつかの領域における点渦系の Hamiltonianについてまとめる．

1 基礎的な問い
主に [1]の 1.3による．N点渦に対する基礎的な問いをまとめる．

(1) N点渦系が完全可積分になる条件は？：点渦の強さ，領域に依存する．
(2) 完全可積分系では解は全時間で存在するか？準周期的/閉な解であるか？有限時間渦衝突
は起きるか？

(3) どのような（固定/相対）平衡状態が存在するか？どのような性質を持つか？
(4) どの点渦問題が非可積分系となるか？可積分性が壊れるメカニズムはなにか？
(5) 与えられた N 点渦配置からどのような瞬間的流線パターンが得られるか？特にトポロ
ジーはどのように遷移するか？

(6) 特定の N点渦配置を得るために（離散・連続的）対称性はどのように利用できるか？
(7) KAM理論を渦系に適用し物理的な結論を得られるか？どんな座標を取れば相空間の次元
を下げ，一般渦問題に KAM理論を適用できるか？

(8) どんな渦配置から幾何的位相が生じるか？それを計算できるか？物理的関係を見出せ
るか？
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(9) N が大きい場合，N 点渦問題にどんな道具が使えるか．２次元乱流が意味するものは
何か？

(10) 2次元から 3次元渦問題への一般化

2 Preliminary

2.1 Notation

いくつか Notationをまとめる．N ∈ Nが明らかな場合は省略する．
和の記号� �

•
∑
α =

∑N
α=1

•
∑N
β ̸=α =

∑N
β=1,β ̸=α

•
∑
α ̸=β =

∑
α

∑N
β ̸=α� �

ベクトル� �
• (x, y)⊥ = (−y, x)と書く．2次元での時計回り 90◦ 回転を表す．
• 2次元の流れ関数 ψ : R2 → Rに対して，回転を次のように定める．∇× ψ = ∇⊥ψ� �

2.2 渦度場
3次元の流れ場 u ∈ R3 から誘導される渦度は以下で与えられる．

ω = ∇× u (2.1)

非圧縮流体を扱うので
∇ · u = 0 (2.2)

が成り立つ．
(2.1)の勾配と回転をとると次がわかる．

∇ · ω = 0 (2.3)

∇2u = −∇× ω (2.4)

Theorem 2.1 (渦度 flux). (2.3)から閉曲面での渦度 fluxの合計は 0

Proof. (2.3)と発散定理から閉曲面 S とその外向き法ベクトル n，S で囲まれた領域 V として∫
S

ω · ndS =

∫
V

∇ · ωdV = 0
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2.3 Poison方程式
一般のベクトル値関数に対して以下が成り立つ

Theorem 2.2 (Helmholtz/Hodge decomposition). 任意の u : R3 → R3 に対して，∃ϕ, ψ s.t.

u = uϕ + uψ = ∇ϕ+∇× ψ (2.5)

流体の分野では ϕを速度ポテンシャル，ψ を流れ関数と呼ぶ．

Remark 2.3. 渦なしの流れ∇× uϕ = 0に対して，スカラーポテンシャル ϕ s.t. u = ∇ϕの存
在がわかり，非圧縮の流れ∇ · uψ = 0に対して，ベクトルポテンシャル ψ s.t. u = ∇× ψ の存
在がわかる．

今，非圧縮性の条件 (2.2)から以下を満たす流れ関数 ψ の存在が言える

u = ∇× ψ (2.6)

(2.1)に代入して，非圧縮性から整理すると流れ関数は以下の Poison方程式を満たす．

∇2ψ = −ω (2.7)

Poison方程式は Laplace作用素の (全空間の)Green関数を用いて

ψ(x) =

∫
G(x, z)ω(z)dz (2.8)

と表される．

2.4 Bio-Savartの法則
与えられた渦度 ω に対して (2.8) から流れ関数が定まり，それより誘導される速度場は

uω = ∇× ψ より次を満たす

Theorem 2.4. 非圧縮流体において，与えられた ω に対して誘導される速度場 uω は次で与え
られる．

uω(x) = ∇×
∫
G(x, z)ω(z)dz (2.9)

=

∫
K(x− z)ω(z)dz (2.10)
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ただし，Bio-Savart Kernel K は次で与えられる．

K(x) =


1
2π

1
∥x∥2 (−y, x) (in R2)

1
4π

1
∥x∥3

 0 z −y
−z 0 x

y −x 0

 (in R3)
(2.11)

Remark 2.5. R3 の場合 Bio-Savartの法則はよく次のように表される．

uω = − 1

4π

∫
(x− z)× ω(z)

‖x− z‖3
dz (2.12)

3 点渦
3.1 N点渦系
N ∈ Nとする．非粘性非圧縮 d次元流体において以下のような渦度の分解を考える．

ω(x) =

N∑
α=1

Γαδ(x− xα)

ただし，渦度の強さ Γα は Γ > 0または −Γのみを値にとる．孤立した点渦 xα (α = 1, · · · , N)

から誘導される位置 x ∈ Rd 上の速度場は

ẋ = u(x, t)

= ∇⊥ψα(x, t)

ここで ψα は流れ関数であり，Green関数 G(x, z)を用いて

ψα(x, t) = Γα

∫
G(x, z)δ(z − xα)dz

= ΓαG(x, xα)

と表される．
さらに，点渦系は Hamilton 系になることが知られており，Green 関数を用いて系の Hamil-

tonianは以下で与えられる．XN = (x1, · · · , xN )とおいて，

H(XN ) =
1

2

∑
α≠β

ΓαΓβG(xα, xβ) (3.1)

=
1

2

∑
α

Γα

N∑
β ̸=α

ψβ(xα)
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点渦系は Hamilton方程式 (のようなもの)を満たす．

Γαẋα =
∂H

∂yα
, Γαẏα = − ∂H

∂xα
α = 1, · · · , N (3.2)

定数 Γαの分だけ厳密にはHamilton方程式を満たしていないが，各変数 xα, yαを
√
Γαsign(Γα)

倍すれば定数なしの Hamilton方程式を満たすようにできる．
また，(3.2)は Bio-Savartの法則から次のようにもかける．rα = (xα, yα)と書いて，

ṙα =
1

2π

N∑
β ̸=α

Γβ
(rα − rβ)

⊥

‖rα − rβ‖2
(3.3)

4 2次元
4.1 無限平面
2 次元平面 R2 における Poison 方程式の Green 関数は次で与えられる．この Green 関数を

G0 とかく．

G(x, y) = − 1

2π
log(|x− y|) = G0(x, y)

N点渦系の Hamiltonianは

H(XN ) = − 1

4π

∑
α ̸=β

ΓαΓβ log(|xα − xβ |)

4.2 単位円盤
境界がある場合は境界での流れ関数を 0にするように境界の形に合わせて Green関数を調整
する必要がある．

4.2.1 鏡像法
鏡像法を使う．単位円盤 D = {x ∈ R2; |x| < 1}では xα にある点渦に対して，次のように鏡
像渦があたえられる．

x̄α =
R2

|xα|2
xα

∣∣∣∣
R=1

=
xα

|xα|2

これを使って D上の Poison方程式の Green関数は次で与えられる．

G(x, y) = − 1

2π
log |x− y|+ 1

2π
log |x− ȳ|+ 1

2π
log |y| (4.1)

x, y について対称性が直ちには確認できないが後で確かめられる．
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また，N点渦系の Hamiltonianは次で与えられる．

H(XN ) =− 1

4π

∑
α ̸=β

ΓαΓβ log |xα − xβ |

+
1

4π

∑
α,β

ΓαΓβ log |xα − x̄β |

+
1

4π

∑
α,β

ΓαΓβ log |xβ | (4.2)

ただし，半径 Rの円盤の場合は定数が入る．*1 第３項は∑α Γα = 0のとき 0になるが，流れ関
数を境界で 0にするために必要．
上記の Hamiltonianを複素数 z = x+ iy で表すと次のようになる．

H(ZN ) =− 1

4π

∑
α ̸=β

ΓαΓβ log |zα − zβ |

+
1

4π

∑
α,β

ΓαΓβ log |1− zαz
∗
β |

4.2.2 解析
Lemma 4.1 ([1]の Chapter 3 Exercise 8 p.138). D上の N点渦系の Hamiltonianは次のよう
に表せる．

H =
1

4π

∑
α

Γ2
α log(1− |xα|2) +

1

8π

∑
α ̸=β

ΓαΓβ log

(
1 +

(1− |xα|2)(1− |xβ |2)
|xα − xβ |2

)
(4.3)

Proof. 次の恒等式が証明の本質である．

(x− y)2 + (1− x2)(1− y2) = (xy − 1)2 (4.4)

(|x− y|2 + (1− |x|2)(1− |y|2) = |xy∗ − 1|2 for complex)

Remark 4.2. (4.4)を実質的に適用することで D上の Green関数の対称性が確かめられる．

G(x, y) = − 1

2π
log |x− y|+ 1

4π
log
[
|x− y|2 + (1− |x|2)(1− |y|2)

]

4.2.3 中立渦
N 点渦系において正負の点渦が同数である条件を中立渦条件という．

*1 第３項が − 1
4π

∑
α,β ΓαΓβ log R

|xα|
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Definition 4.3 (中立渦). N ∈ 2Nの場合に，ある λ > 0が存在して，渦の強さが

λi =

{
λ (i = 1, · · · , N/2)
−λ (i = N/2 + 1, · · · , N)

(4.5)

と表されるとき中立渦という．

ここでは D上 2点中立渦を考える．系の Hamiltonianは次のように整理できる．

Proposition 4.4 (D上 2点中立渦の Hamiltonian). D上 2点中立渦系の Hamiltonianは次の
ようにかける．

H(x1, x2) =
λ2

4π
log

[
(1− |x1|2)(1− |x2|2)|x1 − x2|2)
|x1 − x2|2 + (1− |x1|2)(1− |x2|2)

]
=
λ2

4π
log

[
1

2
S((1− |x1|2)(1− |x2|2), |x1 − x2|2)

]
ただし，S(a, b) = 2ab/(a+ b)

Remark 4.5. Proposition 4.4から次のことがわかる．

• 中立渦系の Hamiltonianは自己相互作用と渦間相互作用の「平均」で表される．
• 境界と渦衝突での特異性を持つ．(|x1| = 1 or |x2| = 1 or |x1 − x2|)

4.3 一般の領域
一般の領域 Ω上の Green関数を Gとかき，全平面に対する残差を g とかく．

g(x, y) = G(x, y)−G0(x, y)

N点渦系の Hamiltonianは次のようにかける．

H =
1

2

∑
α ̸=β

ΓαΓβG(xα, xβ) +
1

2

∑
α

Γ2
αg(xα, xα) (4.6)

5 単位球面
球面はコンパクトであるため渦度場に次のような制限がかかる．球面 S に対して，∫

S

ω · dA = 0

これは Stokesの定理の帰結であり，次のように示される．球面上の閉曲線 C で球面を S1 ∪ S2

と分割する，Stokesの定理から∫
C

u · dl = −
∫
S1

ω · dA =

∫
S2

ω · dA
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なので

0 =

∫
S1

ω · dA+

∫
S2

ω · dA =

∫
S

ω · dA

5.1 一般的な表示
R2 での運動方程式を一般的化する．

Definition 5.1 (2 次元点渦の運動方程式). 平面と球面に共通な点渦の運動方程式は以下で与
えられる．

ẋi =

N∑
j ̸=i

Γi
2π

(
n̂j × (xi − xj)

l2ij

)
(5.1)

ただし，lij = ‖xi − xj‖であり，外向き法ベクトル n̂j は次で与えられる．

n̂j =

{
xj/R

êz

また，球面上では方程式 (5.1)は以下のようにも書ける．

Proposition 5.2 (球面上の点渦の運動方程式). 球面上では弦距離 (chord distance)lij は

lij
2 = ‖xi − xj‖2 = 2(R2 − xi × xj)

と表せ，運動方程式は以下のように書ける．

ẋi =

N∑
j ̸=i

Γj
4πR

(
xj × xi

R2 − xi · xj

)
(5.2)

5.2 球座標表示
直交座標表示はグローバルでシンプルだが，ここでは計算などで便利な球座標パラメータで表
示する．

Theorem 5.3 (球面の点渦運動方程式の球座標表示). 球座標 (R, θ, ϕ)に対して，球面の点渦運
動方程式は次のように書ける．

θ̇i = − 1

4πR2

N∑
j ̸=i

Γj
sin θj sin(ϕi − ϕj)

1− cos γij
(5.3)

(sin θi)ϕ̇i =
1

4πR2

N∑
j ̸=i

Γj
sin θi cos θj − cos θi sin θj cos(ϕi − ϕj)

1− cos γij
(5.4)

ただし，cos γij = cos θi cos θj + sin θi sin θj cos(ϕi − ϕj)．
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5.3 Hamiltonian

Theorem 5.4 (球面上の点渦系のハミルトニアン). 球面上の点渦系は以下のハミルトニアンと
正準座標 (Q,P )によりハミルトン系となる．

H = − 1

4πR2

∑
i<j

ΓiΓj log(R
2 − xi · xj) (5.5)

with Qi = sign(Γi)
√

|Γi|ϕi,Pi =
√

|Γi| cos θi (i = 1, · · · ,N)

Q̇i =
∂H

∂Pi
, Ṗi = − ∂H

∂Qi

Definition 5.5. Poison bracket {}を次のように定める．

{f, g} =

N∑
i=1

Γ−1
i

(
∂f

∂ϕi

∂g

∂ cos θi
− ∂f

∂ cos θi

∂g

∂ϕi

)

5.4 可積分性
Definition 5.6 (重心 (center of vorticity)). 次のように渦度の重心 cを定める．

c = M/Γ

ただし，M =
∑
i Γixi,Γ =

∑
i Γi 特に cの 3成分は

Q = R−1
∑
i

Γi sin θi cosϕi

P = R−1
∑
i

Γi sin θi sinϕi

S = R−1
∑
i

Γi cos θi

cとその各成分について以下のことがわかる．

Lemma 5.7.

ċ = 0

さらに，

{Q,P} = S, {P, S} = Q, {S,Q} = P
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Proof. まず，ċ = 0を示す．

Γċ =
∑
i

Γiẋi =
1

4πR

∑
i ̸=j

ΓiΓj
xj × xi

R2 − xi · xj
= 0

（∵ −xi × xj = xj × xj から相殺する．）
{Q,P} = S などについては具体的な計算で得られる．

{Q,P} =
∑
i

Γ−1
i (

∂Q

∂ϕi

∂P

∂ cos θi
− ∂Q

∂ cos θi

∂P

∂ϕi
)

=
∑
i

Γ−1
i

[
Γi

cos θi
sin θi

sinϕΓi sin θ sinϕ− Γi sin θi cosϕ

(
−Γi

cos θi
sin θi

cosϕ

)]
=
∑
i

Γi cos θi(cos
2 ϕ+ sin2 ϕ)

= S

{P, S} =
∑
i

Γ−1
i (Γi sin θi cosϕiΓi − 0) =

∑
i

Γi sin θi cosϕi = Q

{S,Q} =
∑
i

Γ−1
i (0− Γi(−Γi sin θi sinϕi)) = P

これらを用いて可積分性に関する基礎的な定理が示される．

Theorem 5.8 (Kidambi and Newton(1998)). 球面上の 3 点渦問題は任意の Γ で可積分．
c = 0のとき 4点渦問題も可積分となる．

Proof. Lemma 5.7から cの各成分 Q,P, S に対して

Q̇ = {Q,H} = 0, Ṗ = {P,H} = 0, Ṡ = {S,H} = 0

これより，

{H,P 2 +Q2} = 2P{H,P}+ 2Q{H,Q} = 0

また，

{P 2 +Q2, S} = 2P{P, S}+ 2Q{Q,S} = 2PQ+ 2Q(−P ) = 0

以上から 3点渦問題では H,S, P 2 +Q2 という 3つの独立した可換な保存量が存在する．
さらに，c = 0の場合には 4つの保存量 H,Q,P, S が可換となる．
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6 Curved Torus

6.1 基本情報
[2, 3]を参照した．minor radius r > 0とmajor radius R > rに対して，Curved Torus TR,r
を以下で定める．

TR,r = {x ∈ R | x = ((R− r cos θ) cosϕ, (R− r cos θ) sinϕ, r sin θ), (θ, ϕ) ∈ (R/2πZ)2}.

R, r が固定されている場合には T = TR,r とかく．

Lemma 6.1. C∞(R3)関数 g : R3 3 (x, y, z) 7→ ((
√
x2 + y2 −R)2 + z2 − r2) ∈ Rとおくと，

TR,r = g−1({0})が成り立つ．

TR,r 上の Laplace-Beltrami作用素4R,r は

4R,r =
1

r2 (R− r cos θ)

∂

∂θ

(
(R− r cos θ)

∂

∂θ

)
+

1

(R− r cos θ)
2

∂2

∂φ2

対応する Green関数は以下の条件を超関数の意味で満たす G : TR,r × TR,r → R ∪ {±∞}で
定義される．

−4R,rG(x, x0) = δ(x− x0)−
1

4π2Rr
, G(x, x0) = G(x, x0)

具体的には，

G (x, x0) = − 1

2π
log

∣∣∣∣P ( ζ

ζ0

)∣∣∣∣− F (θ)− F (θ0)−
1

4π2A
·K (θ)K (θ0) +

1

4π
(K (θ)−K (θ0))

ただし，

K(θ) = −
∫ θ

0

dη

a− cos η
, F (θ) = − 1

4π2a

∫ θ

0

aη − sin η

a− cos η
dη,

ζ(θ, φ) = eiφ+K(θ) ∈ C, A = (a2 − 1)−
1
2 , a =

R

r
.

である．ρ = e−2πA とおいて，Schottky-Klein prime function P (ζ) (associated with D =

{ζ ∈ C | ρ < |ζ| < 1})を以下で与える．

P (ζ) = (1− ζ)
∏
n≥1

(1− ρnζ)(1− ρnζ−1).
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6.2 保存量
Robin関数 R : T → Rを

R(x0) = lim
x→x0

[
G(x,x0)−

1

2π
log d(x,x0)

]
.

で定義する．ただし，d : T× T → [0,∞)は T上の測地線に沿った距離を表す．

Lemma 6.2. [2]

R(x0) = −2F (θ0)−
1

4π2A
K(θ0)

2 +
1

2π
log(R− r cos θ0) + const.

関数 H : (T)N → R ∪ ±∞を (Γm)Nm=1 ⊂ Rに対して，以下で与える．

H =
1

2

N∑
m=1

N∑
j ̸=m

ΓmΓjG(xm,xj) +
1

2

N∑
m=1

Γ2
mR(xm).

Lemma 6.3. T上の N 点渦系は H を Hamiltonianとする Hamilton力学系となる．また，

I =

N∑
m=1

Γm(αθm − sin θm)

は不変量となる．

7 点渦モデルと Euler方程式
7.1 Marchioro Pulvirenti

非粘性非圧縮流体に関する標準的なテキスト”Mathematical Theory of Incompressible Non-

viscous Fluids”[4]の 4章による．

7.1.1 heuristicな導入
点渦モデルでは Dirac測度の線形和で渦度が表される．

ω(dx) =

N∑
i=1

aiδxi
(dx)

この渦度の Euler方程式に沿った時間発展を考えるが初期値が滑らかでないので弱形式を適用
するのが自然である．任意の滑らかな有界関数 f : D → Rに対して，

d

dt
ωt(f) = ωt(u · ∇f) (7.1)

u(x, t) =

∫
D

∇⊤
xGD(x, y)ωt(dy) (7.2)
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ただし，

ωt(f) =

∫
D

ωt(dx)f(x)

である．まず，簡単のためD = R2 で考える．渦度解に対してはこの弱形式でさえ Euler方程式
は意味を持たない．初期測度 u(x, 0)は xが xi に近づくにつれて特異になるため，t = 0だけで
も (7.1)の右辺が意味を持たない．
しかし，物理的な直感から境界から離れた 1点渦は外力がなければ動かない．これは次のよう
に考えるとわかる．(滑らかな関数列 ωn で δ に弱収束するものをとる．un = KD ∗ ωn とする．
ωn が球対称と仮定すると，簡単な計算で渦は自身による速度場で動かないことがわかる．)

このことから速度場の定義を ur として，以下のように修正すれば Euler方程式が意味を持つ．

d

dt
ωt(f) = ωt(ur · ∇f)

ur(x, t) =

∫
D

∇⊤
xGD(x, y)χ({x 6= y})ωt(dy)

7.1.2 厳密な点渦モデルの導出
初期渦度が点測度に弱収束するとき任意の時刻で渦度が点測度に弱収束することを示す．

Theorem 7.1. Λϵ, ϵ ∈ (0, ϵ0)を以下を満たす開集合族とする．

|Λϵ| = ϵ2,Λϵ ⊂ B(x∗, αϵ)

ただし，α > 0, B(x∗, R)は半径 Rで中心 x∗ の円盤とする．初期渦度を

ωϵ,0 = ϵ−2χΛϵ(x)

とかき，以下の弱形式の Euler方程式の解を ωϵ,t = ϵ−2χΛϵ(t)(x)と書く．

d

dt
ωϵ,t(f) = ωϵ,t([uϵ,t + F ] · ∇f)

uϵ,t = K ∗ ωϵ,t

ただし，f は滑らかな関数．今，F を発散が 0，一様有界，時間依存なベクトル場で Lipschit条
件を満たすとする．

|F (x, t)− F (y, t)| ≤ L|x− y|

L > 0は Lipschitz定数．
このとき，任意の T > 0を固定すると，以下が成り立つ．
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(1)

lim
ϵ→0

cϵ(t) = c(t)

ただし，cϵ(t) =
∫
ωϵ,t(x)dxはパッチ Λϵ の渦中心．また，c(t)は次の初期値問題の解

d

dt
c(t) = F (c(t), t)

c(0) = x∗

(2) limϵ→0 ωϵ,t(f) = f(c(t)), t ∈ [0, T ]

(3) 任意の d > 0に対して，ϵ0(d, T ) > 0が存在して，ϵ < ϵ0 のとき

Λϵ(t) ⊂ B(cϵ(t), d), t ∈ [0, T ]

Remark 7.2. この結果により Λϵ(t)は厳密に cϵ(t)に局在化していることが示された．

Theorem 7.3. 互いに素な領域 Λiϵ と ai ∈ Rに対して，

ωϵ(x) = ϵ2
N∑
i=1

αiχΛi
ϵ
(x) (7.3)

ただし，

|Λϵ|i = ϵ2,ΛiϵB(xi, αϵ), α > 0

が成り立つとする．
このとき，任意の T > 0に対して，以下が成り立つ．

lim
ϵ→0

ωϵ,t(f) =

N∑
i=1

f(xi(t)) (7.4)

ただし，ωϵ,t は初期値を ωϵ とする Euler方程式の弱形式の解とし，(xi(t))は初期値 xi，渦強度
ai の点渦モデルの解とし，時刻 T までに渦の衝突がないものとする．

7.2 Goodman

[5]では 2次元 Euler方程式の近似としての渦法の一貫性，安定性，収束にてついての定理を
与えている．点渦モデルの正当性を示すものであり，点渦と渦班モデルのどちらが良いかを主
張するものではない．Chorinの渦法による Euler方程式の近似問題を扱う．メッシュサイズ h

と blob size δ の 2つのパラメータが存在するが，ここでは δ = 0に対する証明をする．証明は
Haldの改善である．
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Eulerの渦度方程式は

ωt + (u · ∇)ω = 0 (7.5)

u(x, t) =

∫
K(x− y)ω(y, t)dy (7.6)

K(x) =
1

2π
(−x2, x1) (7.7)

とかける．急減少な初期渦度 ω(x, 0) = ω0(x), ω0 ∈ S に対して，上記の方程式の解が存在する．
（ω(·, t) ∈ S∀t > 0）Lagrange座標 ξ を次を満たすような粒子軌道とする．

d

dt
y(ξ, t) = u(y(ξ, t), t), y(ξ, 0) = ξ (7.8)

ω0 ∈ S のとき，この変数変換は滑らかである．流れが非圧縮で det(∂y/∂ξ) = 1なので，ξ 7→ y

は滑らかな逆写像を持つ．
点渦近似（渦法）により渦度方程式 (7.5)(7.6)は次で置き換えられる．

vj(t) = h2
∑
k ̸=j

K(xj(t)− xk(t))ωk (7.9)

ẋj(t) = vj(t) (7.10)

ただし，xj(0) = h · j, j = (j1, j2) ∈ Z2, h ∈ Rであり，ωj = ω0(xj(0))とする．
渦度局所化の結果として，遠方の粒子の動きはとても小さくなる．特に以下が成り立つ．

lim
r→∞

sup
|ξ|≥r,t≤T

|y(ξ, t)− ξ| = 0

また，(7.5)から渦度は保存する．

ω(y(ξ, t), t) = ω(ξ, 0) = ω0(ξ)

粒子の軌道 yj(t)は元の格子点の Lagrange mapの像 yj(t) = y(ξj , t)として定まる．ただし，
ω(yj(t), t) = ω0(ξj) = ωj となるように ξj = h · j と書いた．
離散 ℓp ノルムを

‖f‖p = h2
∑
j

|fj |p

と定める．
v(t)を (7.9)による近似速度場とし，uj = u(yj(t), t)と厳密解を表す．

Theorem 7.4. 任意の T > 0 と 4 < p < ∞ に対して，C(T, p) > 0 が存在して以下が成り
立つ．

‖x(t)− y(t)‖ ≤ Ch2 (7.11)

‖v(t)− u(t)‖ ≤ Ch2 (7.12)

(7.13)
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Theorem 7.5. ω0 ∈ S, 4 < p <∞, T > 0として，

‖x(t)− y(t)‖ ≤ h2−1/4　 (0 ≤ t ∈ T ) (7.14)

が成り立つとする．このとき，ある A(T, p)が存在して 0 ≤ t ∈ T に対して以下が成り立つ．

‖v(t)− u(t)‖ ≤ A‖x(t)− y(t)‖+Ah2 (7.15)

A(T, p)は T の非減少関数．

8 点渦統計
点渦系を統計力学的に取り扱う際の意味づけや注意点についてまとめる．

8.1 一般の統計力学
8.1.1 用語について
ミクロカノニカルアンサンブル（micro canonical ensemble），小正準集団は同じものを指す．
また，カノニカルアンサンブル（canonical ensemble），ギブスアンサンブル（Gibbs ensemble），
正準集団は同じものを指す．

8.2 micro canonical vs. Gibbs canonical

micro canonical ensemble は系のエネルギーと体積がわかっている孤立系に対して適用され
る考え方である．最も実現確率が大きい微視状態を考えることでラグランジュの未定乗数法によ
りマクスウェル-ボルツマン分布が得られる．マクスウェル-ボルツマン分布はとりうる微視状態
の中で「ほとんど」の状態数を占めている．（粒子数 N → ∞のとき確率 1となる．）
一方，canonical ensembleは熱浴と接した*2等温系に対して適用される．系の温度と体積がわ
かっているとする．熱浴と対象の系を合わせた孤立系に対して，micro canonical ensembleの考
え方を適用し，対象の系に対応する分布を抜き出すことでカノニカル分布を得る．独立粒子では
なく相互作用のある粒子を考えることができるので micro canonical ensemble より一般的であ
る．また，カノニカル分布の特殊な場合としてマクスウェル-ボルツマン分布が得られる．さら
に，エネルギーの分散は平均エネルギーに比べて小さく，その比はN → ∞のときに 0となる．

8.3 P.Newtonの説明
[1]で Newtonは Onsagerの点渦統計理論（非粘性・非圧縮・平衡を仮定）を整理し直した．

*2 考え方を変えれば熱浴と接していなくてもカノニカル分布を導ける．
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統計物理はミクロ（微視）の情報といくつかの仮定からマクロ（巨視）な性質を予測すること
だと述べている．点渦の確率密度関数 f を以下の仮定から導出する．

8.3.1 仮定
(1) 各点渦は同じ強さを持つ．
(2) 非圧縮流れ．
(3) 点渦はハミルトン方程式に従い等エネルギー面を動く．
(4) (統計)等エネルギーを持つ全ての微視状態は等確率．P (Ek)dxdy とかく．
(5) (統計) ある系の部分系 A,B を合わせた系 A + B のエネルギーは各系のエネルギーの和
になる．

(6) 各系は独立．

8.3.2 導出
上記の仮定から P (E)と f の関数系が Gibbs factorで表されることを示し．分配定数 β を求
める．

P (Ek) = f(x, y)1{(x,y)∈H−1(Ek)}dxdy = f(Ek)1{(x,y)∈H−1(Ek)}dxdy

仮定 (5),(6)から系のエネルギーに関する議論で

P ′
A(EA)PB(EB) = PA(EA)P

′
B(EB)から

P ′
A(EA)

PA(EA)
=
P ′
B(EB)

PB(EB)
= −β

部分系に依存しない定数 β が定まる．(エネルギーの形のみに依存) この β を用いて

P (E) = C1 exp(−βE)

(f(E) = C2 exp(−βE))

と表され定数は

C1 =

[∑
k

exp(−βEk)

]−1

C2 =

(∫
(R2)N

exp(−βE)dxdy

)−1

もしくは
Z = C−1

1 = C−1
2 =

∑
k

exp(−βEk)と書いて

Z を分配関数と呼ぶこともある．
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Remark 8.1. β は系の詳細の条件に依存せずエネルギー関数（ハミルトニアン）にのみ依存
する．また，P (E)はあるエネルギー E をとる各微視状態の確率なので E をとる状態数M(E)

（微視状態の数）をかけてM(E)P (E)があるエネルギーをとる確率となる．

また，betaの実体について次のように説明している．内部エネルギーを

U = Z−1
∑
k

Ek exp(−βEk)

と表す．Z を β の関数としてみて，

∂Z

∂β
=
∑
k

∂

∂β
exp(−βEk) = −

∑
k

Ek exp(−βEk)から

−∂ log(Z)
∂β

= −Z−1 ∂Z

∂β
= U

となる．Z(β)を単純な系で評価して代入すると

β =
1

kT

が導かれる．

8.3.3 P. Newtonまとめ
一般の統計力学理論で系が’extensive’ であるとして Gibbs 分布を導いている．点渦の平衡状
態に関しては PL76と JM73のアプローチを紹介し sinh-Poisonを導いている．また，非平衡理
論の一つとして BBGKY hierarchyをあげている．

8.4 P.L.Lionsの説明
[6]で Lionsは 2次元 Euler方程式の統計的な性質を渦度を使って調べるために数学的な定式
化を行った．
2 次元 Euler 方程式の解は渦度方程式の解と流れ関数を用いて表される．離散的な渦度解が

Dirichlet境界条件の時にハミルトン系になることがわかる．次の仮定から Gibbs測度を定義し
その性質を調べる．

8.4.1 仮定
(1) 非圧縮 Euler方程式
(2) ハミルトニアンは Green関数と領域に依存する修正から構成される．
(3) DirichletB.C.

(4) Ω ⊂ R2 は有界，開集合，滑らかな境界，単連結．
(5) 各点渦は区別できず循環 |λi| = λ > 0とする．
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8.4.2 Gibbs測度
系のハミルトニアンを λHとかき Gibbs測度を以下のように定める．

µ = Z−1 exp(−β̃λH)

Z =

∫
ΩN

exp(−β̃λH)dx1 · · · dxN

Remark 8.2. Z <∞の時，µが定義できていかがわかる．

• µは ΩN 上の確率測度．
• µはHの関数なので λHに対応するハミルトン系の不変測度となる．
• β̃ の解釈はさておき，β̃ を R上で変化させる．
• Ωを固定すると（ハミルトニアンが決まり），µと Z は N, β̃λに依存する．

有効な N, β̃λの範囲について以下が成り立つ．

Z(N, β̃λ) <∞ ⇔ β̃λ ∈ (−8π/N, 4π)

8.4.3 スケーリング
自然なスケーリングは

β = β̃λN ∈ (−8π,∞)

ととることである．この時以下の場合で µは well-defined

(1) −8π ≤ β ≤ 0

(2) β > 0, N > β
4π

また，最も単純な循環の取り方は Nλ = 1を満たすように

λ =
1

N
, β̃ = β

である．

8.4.4 P. L. Lionsまとめ
canonical ensembleの考え方を用いて点渦系の統計を考えている．

8.5 Yatsuyanagiらの説明
[7]では，統計的不温度点渦系を説明するために状態密度の対数微分として系の逆温度を定義
した．点渦系はエネルギー保存系なので渦の初期配置でエネルギーをコントロールすることによ
り系の温度を間接的にコントロールしている．

20



8.5.1 仮定
(1) 領域は半径 Rの円盤．
(2) 中立渦条件．各循環は |Ωi| = Ω > 0

8.5.2 統計力学的逆温度
エネルギーの状態密度関数をW (E)とする．統計力学的逆温度 β を

β =
d log(W (E))

dE

で定める．

8.5.3 Canonical ensembleの問題点
点渦系のモンテカルロシミュレーションで Canonical ensembleを適用すると複数の問題があ
ることが指摘されている．[8] 仮定の不自然さと点渦の「超凝集」である．まず，micro canonical

から canonicalへ移行する際に孤立系に熱浴との接触の仮定を増やす必要があるが点渦系を熱浴
と接触させることの解釈が難しい．また，canonical ensembleではエネルギーが非有界であるた
め Gibbs 因子に従った最大確率を探索すると自然と点渦が 1点に集まり潰れてしまう超凝集が
おきる．この現象は canonical ensembleの分配関数が発散する温度帯で発生する．

8.5.4 Yatsuyanagiまとめ
点渦統計を micro canoncial ensembleで考えている．Gibbs canonical ensembleの問題点に
ついても指摘している．

8.6 Ashbeeの説明
8.6.1 仮定

(1) 有界領域 D．
(2) 中立渦：渦度の和が 0

(3) D 上の Green関数からハミルトニアンHを定める．
(4) Gibbs測度（大正準集団として捉える）を扱う場合には熱浴との接触を仮定．
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8.6.2 導出
まず，相空間の体積をエネルギーで分ける．エネルギー E 以下の体積を Ω(E)とおく．

Ω(∞) =

∫
DN

dx1 · · · dxN = |D|N

Ω(E) =

∫
DN

Hev(E −H(x1, · · · , xN ))dx1 · · · dxN

ただし，Hev はヘヴィサイド関数．Ω(−∞) = 0 となる．Ω(E) の微分を持って状態密度関数
W (E)を定義する．

W (E) = Ω′(E) =

∫
DN

δ(E −H(x1, · · · , xN ))dx1 · · · dxN

これは非負関数でW (±∞) = 0となり，W ′(Emax) = 0を満たす Emax が存在する．
また，ボルツマンエントロピー S(E)を次のように定める．

S(E) = log(W (E))

ただし，ボルツマン定数 kB = 1とスケーリングする．温度 T̃ と逆温度 β̃ は S(E)から以下の
ように定める．

1

T̃
= β̃ =

1

N

dS

dE
=

1

N

W ′(E)

W (E)

Remark 8.3. 関数 β(E)は熱力学曲線と呼ばれる．

8.6.3 いくつかの意味づけ
小正準集団は点渦数 N を固定した孤立系に対して考えられ，density は以下のように与えら
れる．

p(x1, · · · , xN ) =
δ(E −H(x1, · · · , xN ))

W (E)

正準集団は固定した β と熱浴 (reservoir)に接した系に対して以下で densityが与えられる．

p(x1, · · · , xN ) =
e−βH∫

DN e−βHdx1 · · · dxN
Remark 8.4. 正準集団では熱浴とのエネルギーのやりとりにより系の温度は一定となる．ま
た，小正準集団は正準集団の特別な場合として得られる．

大正準集団は正準集団を拡張したものでありエネルギーと粒子が reservoir と行き来する．
densityは以下．

p(x1, · · · , xN ) =
e−β(H−µN)∫

DN e−β(H−µN)dx1 · · · dxN
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8.6.4 microcanonical vs. canonical

ハミルトン系が extensiveである場合にのみ microcanonicalから canonical ensembleに移行
できる．(Thermodynamics and statistical mechanics. Springer 1995) extensive とは 2 つの
系を合わせた全エネルギーが各系のエネルギーの和となることを言う．しかし，点渦系は系を 2

つの系を足すと相互作用の項が現れるので extensive でない．このため，Ashbee は canonical

ensembleで点渦統計を扱うのは適切でないと述べている．

8.7 sinh-Poisonについて
sinh-Poison方程式とは渦度場の平衡分布（平均流）を記述するため方程式である．

8.7.1 Ashbee

Ashbeeは sinh-Poisson方程式 (SPE)の歴史と複数の導出を紹介している．hydrodynamical

limitと渦度和が 0であるという仮定のもと，領域に対応する点渦の Green関数から SPEが導
出される．
Joyce, Montgomery(JM73) でエントロピー最大化原理を使って SPE を導いた．一方，

Pointin, Lundgren(PL76) はより一般的なキュムラント展開を用いた導出を行なった．前者
が逆温度に関する仮定がないのに対して，後者は負の逆温度という仮定がつく．
Ashbeeは∇2 を一般化した楕円型対称作用素に対してキュムラント展開による方法で SPEに
似た elliptic-sinh方程式 (ESE)を導いた．この方法を使えば Euler方程式より一般の dynamics

に対して，渦度の平衡分布を記述する方程式を考えることができる．

8.7.2 P. Newton

JM73と PL96の両方の方法を紹介している．

8.8 まとめ
逆温度の意味づけを考えるにあたってはまず点渦系の捉え方に気をつける必要がある．Ashbee

の説明ではいくつかの捉え方が挙げられ，Gibbs測度を考える場合には熱浴との接触による等温
度系という前提が必要である．
一般にmicro canonicalとGibbs canonicalはN が大きい場合に等価とみなせるが点渦系に適
用する場合には Gibbs canonical ensembleは超凝集がおきる温度帯を持つという問題がある．
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9 点渦系サーベイ
9.1 点渦モデルの正当性
2次元 Euler方程式の「解」としての点渦モデルの意味づけについてまとめる．いくつかの条
件のもとで Euler 方程式の解の近似として意味を持つ．N 点渦系において渦同士の衝突がない
場合には，点渦を膨らませた ϵ-渦班 ωϵ を初期値とする Euler方程式の弱解の ϵ→ 0極限として
N 点渦解が意味を持つことが示されている [4]．
また，2 次元 Euler 方程式の近似解法である渦法 (vortex method) では領域を長さ h のメッ
シュに分割し，各格子点上に点渦をおいて初期渦度場 ω0 を近似する．(1/h2)個程度の点渦系の
運動方程式を解くことで流れ場の時間発展を計算する．初期渦度場 ω0 が急減少関数であれば，
点渦近似による速度場が Euler方程式の厳密解を h2 のオーダーで近似することが知られている
[5]．点渦の正則化については渦の衝突がない限り正則化点渦系の挙動は正則化パラメータ ϵにつ
いて連続であることが明らかである．

9.2 点渦統計の review

9.2.1 一般的な問い
（負温度）N 点渦系の定常分布に関する問いを整理する．以下の重要な問いが存在する
[1, 9, 7, 6]．
問い� �
Q-1 負温度状態となるエネルギーの臨界値はいくつか？
Q-2 基本的な有界領域における（負温度の）定常分布はどのような形をしているか？
Q-3 定常分布は N → ∞とするとどうなるのか？
Q-4 点渦系をどのように統計的に扱うべきか？（ミクロカノニカル vs. カノニカル）
Q-5 一般の領域での定常分布はどのような形をしているか？
Q-6 一般化した点渦力学の定常分布はどのような形をしているか？
Q-7 点渦系の定常分布はどのように効率よく計算できるか？� �
Q-1から Q-3まで点渦統計における一般的な問いであり，Euler方程式や乱流についての研究
から生まれている．Q-4は統計的研究の前提に関するものであり，異なるアンサンブルによる研
究の比較の際に注意する必要がある．Q-5, Q-6は [9]における理論的な一般化から来るものであ
る．数値的な研究において点渦運動方程式の計算は困難であるため Q-7は重要である．
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9.2.2 既存の研究
Onsager にはじまった点渦統計理論の中でも有界領域における負温度状態に関する研究は矩
形，円形領域において理論・数値的に研究されてきた．理論的には SPEという形で定常分布が
予想された．数値的には負温度状態となるエネルギーにおいて DNSにより同符号点渦のクラス
ター化が確認され，SPEが検証されている．Yatsuyanagiらは点渦系について様々なアプローチ
を行なった [7]．特に C-Ens を用いた点渦統計ではモンテカルロ計算において超凝集を確認し，
点渦の粒子性に起因する分布拡散効果を予想した [10]．Ashbee ら [9] は有界領域における点渦
系を一般化したモデルに対して SPEに準ずる平均場方程式を考え，その解の数値近似を行なっ
ている．この研究では平均場方程式そのものを解いているためこれまであげた研究とはアプロー
チが異なる．
上記の問いを念頭に置いて（負温度）点渦系の定常分布についての既存の研究アプローチと結
果をまとめる．以下は主に Yatsuyanagiの review[7]による．
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アプローチと結果� �
• [理論]有界領域における点渦系 [11, Onsager1949]

点渦系が統計力学的負温度状態を取り得ることを示唆した．
• [理論]矩形領域での負温度定常分布の解析 [12, JM1974]

sinh-Poisson方程式に従うことを予想した．(Q-2)

• [数値]矩形領域で定常分布の DNS[12, JM1974]

あるエネルギーで同符号点渦のクラスター化が確認された．(N = 4008)，(Q-1,2)

• [理論]C-Ensによる定常分布解析 [6, Lions1997]

正符号点渦系に C-Ensを適用し N → ∞における平均場方程式を導いた．
• [数値]円形領域で定常分布の DNS[13, Yatsuyanagi2009]

状態密度関数のピークとなる E0 を求め，E > E0 で同符号点渦のクラスター化が確
認された．(N = 6072)，(Q-1,2)

• [数値]C-Ensによるモンテカルロ [8, Yatsuyanagi2005]

分配関数が発散する温度領域で点渦が 1点につぶれ（超凝集），計算がそれ以上は進
まないことが確認された．(Q-4)

• [理論]2次元点渦系の粘性効果 [10, Yatsuyanagi2010]

粒子数 N が大きいと渦度分布の拡散が起きることを微視的揺らぎを導入することで
予想した．(Q-3)

• [数値]heart-shaped domainでの平均流方程式を Galerkin法や VOR-MFSという新
手法で解く．[9, Ashbee2013]

境界値問題を解くための数値手法 MFS を改良した VOR-MFS を使っており，2 次
元領域の Green関数の情報のみから境界値問題が解ける．(Q-5,6,7)� �

9.2.3 C-Ensの注意
C-Ensの扱いには次の点に注意が必要であることが既存の研究で指摘されている．

• C-Ens で点渦系を扱う場合には，分配関数が有限となる必要があり逆温度 β に制限がか
かる．しかし，正則化によりこの問題は解消される．

• [8]において，八柳らが C-Ensで点渦系を扱い Gibbs測度に従うサンプリングを実行する
と，点渦が 1点につぶれる超凝集が特定の温度帯で起き計算が進まない現象が発生した．
C-Ensではエネルギーが非有界となることが原因である．

• その他，系の加法性や熱浴との接触といった統計力学的仮定についての指摘もある [9, 7]．
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