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概要
行列，線形作用素の基礎事項について，応用数学で必要な内容を中心にまとめる．

1 行列
1.1 対角化
Definition 1.1. A ∈ Mn(C)に対して，

• Aが正規 (normal)
def⇔ A∗A = AA∗.

• Aがユニタリ (unitary)
def⇔ A∗A = AA∗ = I.

Theorem 1.2. (対角化) A ∈ Mn(C) に対して，ユニタリ対角化可能であることと正規行列であることは
同値．

1.2 自己共役
Definition 1.3. 自己共役，正定値を定義する．
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• A ∈ Mn(C)が自己共役 (self-adjoint)
def⇔ A∗ = A 自己共役行列全体の集合をMn(C)sa とかく．

• A ∈ Mn(C)sa が正定値 (positive-definite)
def⇔ x∗Ax > 0 (∀x ̸= 0 ∈ Cn) 同様に全体の集合を

Mn(C)+ とかく．
• A ∈ Mn(C)sa が半正定値 (positive-definite)

def⇔ x∗Ax ≥ 0 (∀x ∈ Cn) 同様に全体の集合を
Mn(C)+= とかく．

Theorem 1.4. A ∈ Mn(C)sa とする．

(1) Aの固有値は全て実数

Theorem 1.5 (正定値行列の特徴づけ). A ∈ Mn(C)sa に対して以下は同値

(1) A ∈ Mn(C)+
(2) Aの固有値は正
(3) 正の対角行列でユニタリ対角化できる
(4) ∃S ∈ Mn(C), S : 正則 s.t. A = S∗S

Theorem 1.6. A ∈ Mn(C)sa に対して以下は同値

(1) A ∈ Mn(C)+=

(2) Aの固有値は非負
(3) 非負の対角行列でユニタリ対角化できる
(4) ∃S ∈ Mn(C) s.t. A = S∗S

Theorem 1.7. A ∈ Mn(C)+ の固有値は全て正であり det(A) > 0 が成り立つので，A は正則であり，
A−1 ∈ Mn(C)+．

1.3 逆行列
Lemma 1.8. P, I ∈ Mn(C)で I は単位行列．I + P :可逆とする．このとき以下が成り立つ．

(I + P )−1 = I − (I + P )−1P

Proof.
LHS = (I + P )−1(I + P − P ) = I − (I + P )−1P = RHS

Lemma 1.9. P ∈ Mn×m(C), Q ∈ Mm×n(C), In(Im)をそれぞれ n(m)次単位行列とする．In+PQ, Im+

QP :可逆とする．このとき以下が成り立つ．

(I + PQ)−1P = P (I +QP )−1

Proof.
P + PQP = P (I +QP ) = (I + PQ)P

より右の等式で左から (I + PQ)−1,右から (I +QP )−1 をかけると従う ．
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Lemma 1.10. P,Q ∈ Mn(C) :可逆とする．このとき以下が成り立つ．

(PQ)−1 = Q−1P−1

Proof. In を n次単位行列として (PQ)Q−1P−1 = In, Q−1P−1(PQ) = In

Theorem 1.11. A ∈ Mn(C), B ∈ Mn×m(C), C ∈ Mm×n(C), D ∈ Mm(C)として，A,D,D + CA−1B :

可逆とする．このとき以下が成り立つ．

(A+BD−1C)−1 = A−1 −A−1B(D + CA−1B)−1CA−1

Proof.

(A+BD−1C)−1 = (A(I +A−1BD−1C))−1

1.10
= (I +A−1BD−1C)−1A−1

1.8
= {I − (I +A−1BD−1C)−1A−1BD−1C}A−1

= A−1 − (I +A−1BD−1C)−1A−1BD−1CA−1

1.9
= A−1 −A−1B(I +D−1CA−1B)−1D−1CA−1

1.10
= A−1 −A−1B(D + CA−1B)−1CA−1

*等号の上の数字は Lemmaの番号

Theorem 1.12. P ∈ Mn(C)+(正定値), R ∈ Mm(C)+, B ∈ Mn×m(C)とする．このとき (BPB∗ +R)は
可逆で以下が成り立つ．

(P−1 +B∗R−1B)−1B∗R−1 = PB∗(BPB∗ +R)−1

Proof. Lemmaを使う．

(P−1 +B∗R−1B)−1B∗R−1 1.10
= (I + PB∗R−1B)−1PB∗R−1

1.9
= PB∗(I +R−1BPB∗)−1R−1

1.10
= PB∗(BPB∗ +R)−1

*等号の上の数字は Lemmaの番号

Example 1.1 (Kálmán filter). y :観測データ，C :対称正定値，R :対称正定値，H 観測 operator とす
ると

(I + CH∗R−1H)xa = xf + CH∗R−1y ⇔ xa = xf + CH∗S−1(y −Hxf )

Proof. 左の式の両辺に左から (I + CH∗R−1H)−1 = (C−1 +H∗R−1H)−1C−1 をかける

xa = (I + CH∗R−1H)−1xf + (C−1 +H∗R−1H)−1C−1CH∗R−1y

1.11,1.12
= {I − CH∗(R+H∗CH)−1H}xf + CH∗(HCH∗ +R)−1y

= xf + CH∗S−1(y −Hxf )
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2 線形作用素
2.1 作用素
Definition 2.1 (作用素). Banach空間 X,Y に対して，線型写像 T : X → Y を作用素という．

Definition 2.2 (有界作用素). 作用素 T : X → Y が有界 def⇔ TX1 ⊂ Y が有界．ただし，X1 = {x ∈
X|∥x∥ ≤ 1}とした．さらに，有界作用素全体の集合を B(X,Y )とかく．

Theorem 2.3 (連続性と有界性). 作用素 X → Y について以下は同値．

(1) T は連続．
(2) T は o ∈ X で連続．
(3) T は有界．

有界とは限らない作用素で重要なものに閉作用素がある．

Definition 2.4 (閉作用素). Banach空間X,Y に対して，作用素 T : D(T ) → Y を考える．ただし，T の
定義域をD(T )とかいた．T のグラフを GT = {(x, Tx) ∈ X × Y, x ∈ D(T )}で定める．さらに，X × Y の
ノルムを

∥(x, y)∥X×Y = ∥x∥X + ∥y∥Y

で与え，このノルムに対して GT が X × Y の閉部分空間であるとき，T を閉作用という．

2.2 Baireのカテゴリー定理
Baireのカテゴリー定理とそれか導かれる関数解析学の基本的な定理をまとめる．

Theorem 2.5 (Baireのカテゴリー定理). X は完備距離空間，(Fn)n∈N ⊂ X は ∪∞
n=1Fn = X を満たす閉

集合の列とする．このとき，ある n ∈ Nで Fn は内点を持つ．

Theorem 2.6 (逆写像定理). X,Y を Banach 空間，T ∈ B(X,Y ) が全単射とする．このとき，T−1 ∈
B(Y,X)，つまり有界．

Theorem 2.7 (開写像定理). X,Y を Banach空間，T ∈ B(X,Y )は全射とする．このとき，T は開写像．
（T−1 は連続）

Theorem 2.8 (閉グラフ定理). X,Y を Banach 空間，T : X → Y は閉作用素で D(T ) = X であるとす
る．このとき，T ∈ B(X,Y )．
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2.3 コンパクト作用素
Definition 2.9 (自己共役作用素). A ∈ B(H)に対して，

Aが自己共役作用素 def⇔ ∀x, y ∈ H, ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩

自己共役作用素全体の集合を Bsa(H)とかく．

Definition 2.10 ((自己共役)非負作用素). A ∈ Bsa(H)に対して

Aが非負作用素 def⇔ ∀x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ≥ 0

⇔ ∃T ∈ B(H) s.t. A = T ∗T

⇔ σ(A) ⊂ [0,∞)

A ∈ Bsa(H)が非負作用素であることを A ≥ 0と表す．T を Aの平方根と呼び，T = A1/2 とかく．

Definition 2.11 ((自己共役)正作用素). A ∈ Bsa(H)に対して

Aが正作用素 (positive operator)
def⇔ ∃c > 0, ∀x ∈ H, ⟨Ax, x⟩ ≥ c∥x∥2

A ∈ Bsa(H)が正作用素であることを A > 0と表す．Aが正作用素であれば非負作用素でもある．

無限次元においては，正作用素の定義は非負かつ非退化 (i.e., ⟨Ax, x⟩ = 0 ⇔ x = 0)と同値ではないので
注意が必要．

Definition 2.12 (コンパクト作用素). T ∈ B(H)がに対して TB(0, 1)が全有界であるとき T はコンパク
ト作用素であるという．ただし，B(0, 1) := {x ∈ H; ∥x∥ ≤ 1}は H の閉単位球．

Theorem 2.13 (コンパクト自己共役作用素のスペクトル分解). H : 可分 Hilbert 空間とする．A ∈
Bsa(H) ∩ K(H) とすると，σ(A) \ {0} = σp(A) \ {0} である．さらに A の固有値の列 (λn)

∞
n=1 と対

応する固有ベクトルからなる H の正規直交基底 (en)
∞
n=1 が存在して，

A =

∞∑
n=1

λnen ⊗ e∗n =

∞∑
n=1

λnPn

が作用素ノルムでの収束の意味で成り立つ．ただし，en ⊗ e∗n = Pn は Ker(λnI − T )への射影．

2.4 クラス
Definition 2.14 (特異値). A ∈ K(H)に対し，絶対値作用素 |A| = (A∗A)1/2 の固有値の列 {sn(A)}Nn=1

を特異値と呼ぶ．

Definition 2.15 (Schatten p class). 1 ≤ p < ∞に対して，Schatten pクラスを

Cp(H) := {A ∈ K(H); ∥A∥Cp < ∞}

で定める．ただし，∥A∥Cp
= (

∑
n sn(A)p)1/p である．特に C2(H)を Hilbert Schmidt クラス，C1(H)を

トレースクラスという．
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Definition 2.16 (トレース). A ∈ B(H)+ に対してトレースを Tr(A) :=
∑

n ⟨Aen, en⟩ ∈ [0,∞] と定め
る．ただし，(en)n∈N の CONSでありトレースはこの取り方によらず定まる．

Lemma 2.17 (トレースクラス). A ∈ B(H)に対して ∥A∥C1
= Tr(|A|) である．この値が有限のとき (つ

まり，Aがトレースクラス作用素のとき)，Tr(A)も有限．

Theorem 2.18 (Hilbert Schmidt class). T ∈ B(H) に対して Tr(T ∗T ) < ∞ ⇔ T ∈ C2(H) で
ある．さらにこのとき Tr(T ∗T ) = ∥T∥2HS = ∥T∥2C2

が成り立つ．また Tr(T ∗T ) =
∑

n ∥Tnen∥2 =∑
n,m | ⟨Tnen, em⟩ |2 などもわかる．

Theorem 2.19 (classの関係). C1(H) ⊂ C2(H) ⊂ K(H) ⊂ B(H). C2(H)C2(H) ⊂ C1(H). C1(H)は
B(H)のイデアル．

2.5 Covariance operator

H を可分 Hilbert空間とする．

Definition 2.20 (Covariance). H-値確率変数X について，Pettis積分の意味で平均m = E[X] ∈ H を定
義する．さらに，Covariance作用素 C : H → H を

C = E[(X −m)⊗ (X −m)]

で定める．

Proposition 2.21. H-値確率変数 X の平均を m ∈ H とする．X の Covariance 作用素 C は以下を満
たす．

(1) C ∈ Bsa(H).

(2) C ≥ 0.

(3) dim(S) ≥ 1で (X −m) ⊥ S a.s. となる部分空間 S ⊂ H が存在しなければ C は非退化．

Theorem 2.22 (Sazonov[1, 2]). µを平均 0の H 上の正規分布とする．このとき，C の covariance作用
素 Cµ は以下を満たす．

(1) Cµ ∈ C1(H)

(2) 2次モーメントは traceに一致する．

tr(Cµ) = EX∼µ[∥X∥2].

逆に，C ∈ Bsa(H) ∩ C1(H), C ≥ 0に対して，Cµ = C となる正規分布 µが存在する．

Remark 2.23. H が無限次元とする．C ∈ Bsa(H) について，C > 0 と C ∈ C1(H) は両立しない．こ
のため，C > 0を Covariance としてもつ正規分布は存在しない．逆に正規分布の Covariance は可逆では
ない．
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