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概要
Betancourt の survey 論文 [1] をもとにしている．本稿はハミルトニアンモンテカルロ

(Hamiltonian Monte Calro: HMC) の理論的背景を数学的な詳細には立ち入らず，物理
的なイメージを交えつつ直感的に説明する．まず，ランダムサンプリングの基本である
Malkov Chain Monte Calro(MCMC)について説明する．この方法は直感的であり実装も
非常に単純だが，計算効率が悪く得られる結果の有効性の保証も弱い．
HMCは生まれた当初は Hybrid Monte Carloという呼び名ついていたように，gradient

の情報を利用した deterministic な遷移と stochastic な遷移を合わせてサンプリングを行
う．パラメータ空間を位相空間に拡張して Hamiltonian を保存するように deterministic

に動き，その後 stochastic に別の等 Hamilton 面に移動するという 2step を繰り返す．こ
のような HMCのサンプリングは効率がよく，得られる結果の有効性も理論的に広く保証さ
れている．
積分時間やエネルギー遷移など HMC実装上の自由度が残されておりそのチューニングや
複雑化に改善の可能性がある．

History of Hamiltonian Monte Calro

1980年代末期に Hybrid Monte Carloと言う名前で Lattice Quantum Chromodynamicsの
計算のために用いられた．[2, Hybrid Monte Carlo ]

数年後，Radford Neal がこの手法のポテンシャルに気づき Bayesian neural networks の
開拓時に利用した．[3, An Improved Acceptance Procedure for the Hybrid Monte Carlo

Algorithm]

次の 10 年でこの手法が教科書に載りはじめる．[4, Infomation Theory] で Hamiltonian

Monte Carloという言葉が初めて使われた．その他の教科書は [5, bishop:2006:PRML]

Neal’s influential review (Neal, R. M. (2011). MCMC Using Hamiltonian Dynamics. In

Handbook of Markov Chain Monte Carlo (S. Brooks, A. Gelman, G. L. Jones and X.-L.

Meng, eds.) CRC Press, New York.) で実際の統計的数値計算に用いる方法を紹介．
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C++のライブラリ Stanにも使用されている．

1 Computing Expactation

興味のある確率分布から情報を得る際に何らかの関数の期待値を計算することは重要．以下の
ような設定の問題を考える．
設定: D ∈ N, 標本空間 Q ⊂ RD, target distribution density π, 目的関数 f on Qに対して
期待値 Eπ[f ]を求める．
Eπ[f ]は積分で表せる．

Eπ[f ] =

∫
Q

f(q)π(q)dq

変数変換

=

∫
Q′

f(q′)π(q′)dq′

積分は一般には解析的に計算できるとは限らないので数値的に近似する必要がある．ただし，
ここで |Eπ[f ]| = ∞であるような場合でも数値的には収束しているように見える場合があるの
で注意が必要である．[6, chapter 9]

1.1 計算量の削減
keys� �

• densityが最大になるようなmodeの近傍で積分を近似
• densityと volumeのバランス� �

数値積分の非効率性について
積分への寄与が小さい標本空間上の領域を sampleすると効率が悪いので，目的の分布と関数
を見て積分への寄与が大きい領域を判断する必要がある．(パラメータの取り方を変える)

実用上は 1つの densityに対して複数の目的関数についての期待値を計算することがある．こ
のとき複数の目的関数について一様に効率の良いパラメータの取り方を見つける必要がある．
パラメータの取り方の問題について少なくともの 1次元の積分の場合には効率の良い結果が得
られている．’Keep in mind, however, that if only a single expectation is in fact of interest

then exploiting the structure of that function can provide significant improvements ’ in [7]

積分を近似評価する際に重要なのは density が大きくなる mode の近傍である．この直感は
MLEや Laplace approximationなど多くの統計的手法でも見られる．しかしながら，高次元に
なるとこの直感に反することが起きる．densityが大きい領域周辺の volumeが非常に小さくな
る場合があり結果として積分への寄与が小さくなってしまう．このため，densityと volumeの

3



両方を考慮する必要がある．

1.2 The Geometry of High-Dimensional Spaces

keys� �
• marginal volume� �

高次元空間では「外側の体積」がとても大きくなる．
例えば，[0, 1]区間を 3分割することを考える．すると中心 ([ 13 ,

2
3 ])の長さは全体の 1

3．同様に
2次元で考えると [0, 1]× [0, 1]を 9分割することができるが中心の面積は全体の 1

9．3次元では
1
27，D 次元では 1

3D
となり中心の体積の割合が非常に小さい．

もう少し厳密には，中心からの距離が δr 変化したときの D 次元球体の体積の変化の割合は

δV ∝ rD−1δr

と半径 r の冪乗に比例し r が大きいほど (中心から遠ざかるほど)半径の摂動に対する体積の変
化は大きくなる．また，次元 D が大きくなるほどこの効果は強くなる．

1.3 The Geometry of High-Dimensional Probability Distributions

keys� �
• typical set

• concentration of measure� �
typical set: 前のセクションにある通り高次元空間では体積の増加が中心より周辺の方が大きく
なる．このため積分への寄与は「densityが大きくなるmodeの近傍」のより「densityが小さい
周辺」の方が大きくなってしまうこともある．このように平均 (積分)への寄与を考える際には
densityと volumeの両方を考慮する必要がある．これらを考慮した上で積分への寄与の大きい
領域のことを typical setと呼ぶ．*1
concentration of measure: 次元が上がるにつれて densityと volumeが (支配的な寄与をする
程度に)共に大きいような領域は狭くなっていき，singularになっていく．この領域以外の積分
への寄与は小さくなり，無視できるようになる．このため typical set上での積分を計算するこ
とで効率よく良い精度で積分を評価できる．

*1 typical setとは元々情報エントロピーを近似できる点の集合と定義されたようである．
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2 Malkov Chain Monte Calro

ランダムな移動により typical setを探索する．Markov chainは十分な時間があれば typical

setに到達する．

2.1 Estimating Expectations with Markov Chains

keys� �
• Markov transitions

• 条件付き確率 (conditional probability)

• 詳細釣り合い (detailed balance)� �
目的の分布の densityに従う点列を (q1, · · · , qn)を構成しそれらによって期待値を推定する．以
下を満たすような transitionを定義してそれに従って sample空間を探索する．これを満たすよ
うな π は Tに対して stationalという．

π(q) =

∫
Q

dq′π(q′)T(q|q′)

このときMarkov transitionは以下の詳細釣り合い条件を満たしていることが望ましい．

π(q)T(q′|q) = π(q′)T(q|q′) (2.1)

Markov transitionT(q|q′) に従って Markov Chain{q1, q2, · · · , qN} を生成しそれによって平
均を推定する．

f̂N =
1

N

N∑
n=0

f(qn) → Eπ[f ] (N → ∞)

2.2 ideal behavior

keys� �
• CLT

• effctive sample size

• sample bias� �
Markov Chainに期待される漸近挙動として CLTがある．

f̂N ∼ N (Eπ[f ], σmcmc)
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ただし，σmcmc(Markov Chain Monte Carlo Standard Error)は以下で与えられ，

σmcmc :=

√
Varπ[f ]

Ness

有効サンプルサイズ (effective sample size)は以下で定義される．

Ness :=
N

1 + 2
∑∞

l=1 ρl

ρl =

N∑
n=l

f(qn)f(qn−l)

2.3 Pathological Behavoir

keys� �
• pathological curvature

• geometric ergordicity

• split R̂ static� �
typical setに sigularな曲率を持つ領域が存在する場合，Markov Chainがその付近に留まって
振動してしまう．目的の分布がMarkov Chainに対して pathologicalな挙動を示すかどうかは
Markov transitionに依存する．

2.3.1 CLT for Markov Chain

Markov chainにより近似された平均が CLT に従って真の平均に近づくことを保証する条件
がいくつかある．詳細は [8]によるが以下のいくつかを確認する必要がある．

(1) 可逆性 (reversibblity): これは詳細釣り合い条件のこと
(2) ϕ-既約制 (ϕ-irreducibility)

(3) 非周期性 (aperiodicity)

(4) 一様エルゴード性 (uniform ergodicity)

(5) 幾何的エルゴード性 (geometric ergodicity)

しかし，これらは理論的な条件であり単純な問題でなければ確認するのは困難であるので代わ
りに数値的な判定法に頼りたい．それが [9]の split R̂ staticである．
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2.4 The Metropolis-Hastings Algorithm

keys� �
• Metropolis-Hastings Algorithm

• proposal density

• intuitive and simple implementation

• poor parfomance with high-dimension and complex target distributions� �
2.4.1 Markov Chainの構成
目的の分布 (特に density が与えられている) から Markov Chain を生成するには適切な

Markov transition を構成する必要があるがこれは non-trivial な問題である．それを解決する
のが Metropolis-Hasting Algorithm である．2step で簡単に可逆な (詳細釣り合い条件を満た
す)Markov Chainを構成できる．
提案分布を導入しその densityを Q(q′|q)とする．各時刻で次の Chainの候補を提案し，以下
の確率で採択する．

a(q′|q) = min

(
1,

Q(q|q′)π(q′)
Q(q′|q)π(q)

)
(2.2)

2.4.2 実用
提案分布としてよく使われるのは Gaussianで Q(q′|q) = N (q′|q, σ)この場合 Random Walk

Metropolisと呼ばれる．Q(q′|q)が対象になるので (2.2)は簡単にかけて

a(q′|q)min

(
1,

π(q′)

π(q)

)
Random Walk Metropolisは実装が簡単でありかつ直感的なアルゴリズムなので広く用いられ
てきた．しかし，単純さゆえ高次元サンプル空間や複雑な目的分布に対してのパフォーマンスは
よくない．提案分布の分散が大きいと候補点は typical setの外に出てしまい rejectされる．一
方，分散が小さいと候補点が typical setに入り acceptされるが移動距離が小さく探索効率が悪
い．結果的にMCMCは biasedで大きな自己相関を持ってしまう．
ただし，これを解決するため Anealingという方法がありさらにそれを並行して行うレプリカ
交換法というのもあるらしい．

2.4.3 まとめ
MCMC の収束は step 数の平方根のオーダー程度が限界である．これはパラメータ空間の次
元には依存しないが遅い．
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3 Hamiltonian Monte Calroの基礎
提案と採択といったMCMCの戦略は高次元空間ではうまくいかない．指数的に多い (3D − 1

のような) 選択肢の中か特異的に少ない typical set への方向を選ぶ必要がある．typical set(あ
るいは target distribution)の幾何的情報を利用し，より deterministicな探索が求められる．
Hamiltonian Monte Calro(以下 HMC)を理解する第１歩として，確率的システムを物理的に
捉え直すことにある．確率密度 (density)π(q)を以下のように書き直す．

π(q) ∝ e−V (q)

ただし，V (q) = log(π(q))+{ 任意の q の加法的関数 }．ここで V (q) はポテンシャルに相当
する．

3.1 効率の良いMarkov transitionと物理的イメージ
keys� �

• gradient

• independent on parametrization

• auxiliary momentum� �
効率よく typical setを探索するため typical setに沿ったベクトル場に従って次の点をとること
を考える．このベクトル場を目的分布のみから構成できれば良い．
目的関数から得られる自然な情報として density の gradient(勾配) がある．しかし gradient

に沿って動くと mode(peak)の近くに吸い寄せられてしまう．(パラメータの取り方で目的関数
さらには gradientも変わるが gradientはmodeの近傍でパラメータに sensitive) gradientの情
報を生かす以下の考え方がある．
パラメータ普遍性 (parametrization-invariant): gradient の情報をより扱いやすくするには

typical set方向のパラメータの取り方に依存しないような不変量を見つける必要がある．このこ
との詳しい理解には微分幾何学の知識が必要である．
物理的イメージ: 基本的に任意の確率的な系にはそれに対応する (直感的にわかりやすい) 物
理系が存在する．今の場合だと，mode，gradient, typical setは惑星，重力，衛星軌道に対応す
る．軌道上の衛星が惑星に落ちていかないのは momentum(運動量)があるからである．ただし
運動量が大きすぎても小さすぎても衛星は軌道から外れてしまう．衛星に適切な運動量を与える
ことで衛星は軌道に留まり，系は保存系になる．
gradientの情報と適切な運動量を与えることで効率の良い typical setの探索が実現する．
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3.2 相空間と Hamilton方程式
keys� �

• Hamilton方程式
• 保存系� �

3.2.1 物理的知識
物理における保存系を考える場合は体積が保存される必要がある．Hamilton方程式を満たす
系では体積が保存するという Liouvilleの定理が知られている．付録 A

Definition 3.1 (Hamilton 方程式). N 粒子系の相空間 R2N を考える．(q,p) ∈ R2N が
Hamilton方程式を満たすとはある H(q, p)があって，i = 1, 2, · · · , N で

∂qi
∂t

=
∂H

∂pi
(3.1)

∂pi
∂t

= −∂H

∂qi
(3.2)

が成り立つこと．
H のことを Hamiltonianという．

3.2.2 保存系の構成
保存系を考えるためにせん断応力 (sear stress)のみが働くような空間を想定する．パラメータ

q の空間での変化を運動量 pの空間で補完して (q, p)の空間全体で体積の保存を実現する．この
ため次元は 2倍になる．(qn → (qn, pn)) 目的分布も π(q, p)は条件付確率を用いて以下のように
拡張する．

π(q, p) = π(p|q)π(q)

さらに，π(q, p)はパラメータの取り方に依存しないので Hamiltonian H(q, p)を用いて

π(q, p) = e−H(q,p) (3.3)

とかく．H(q, p)を以下のように運動エネルギーとポテンシャルエネルギーに分解できる．

H(q, p) = − log(π(q, p))

= − log(π(p|q))− log(π(q))

= K(q, p) + V (q)
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3.3 Hamiltonnian Markov遷移
元のパラメータ空間での q → q′ の遷移を考える．

(1) q → p̃: 位置 q に対して p̃ ∼ π(p̃|q)で運動量 p̃をとる．
(2) (q, p̃) → ϕt(q, p̃): Hamilton方程式に従って時間 tだけ進める．
(3) ϕt(q, p̃) → q′: ϕt(q, p̃)を射影して q′ を得る．

3.4 まとめ
物理的な知見から効率の良いMarkov遷移を構成する方針を得ることができた．

4 Effcient Hamiltonian Monte Carlo

keys� �
• 運動エネルギーの選択
• 積分時間のチューニング� �

HMCの効率に関わる自由度は上記の 2つ．

4.1 相空間の幾何
keys� �

• HMCの再解釈
• Hamiltonian level set

• microcanonical distribution� �
Hamilton方程式の解軌道は Hamilonianの等値線 (level set)となるので，エネルギー E を用
いて特徴付けられる．

H−1(E) = {(q, p) ∈ R2D;H(q, p) = E} ⊂ R2D−1

この表現で相空間上の densityを以下のように書き換えられる．

π(q, p) = π(θE |E)π(E)

相空間上の点をエネルギー E と level set上の角度 θE で一意的に表せる．
HMCを以下 2つの stepで再解釈できる．

(d) deterministicな同一 level set内の移動
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(s) stochasticな異なる level set間の移動．

この分解の各 step を解析することで HMC の効率に関わるポイントが見えてくる．(d) では積
分時間のチューニングが必要であり，level setの幾何情報に依存する．(s)での探索効率は選択
する運動エネルギー遷移の分布 π(E|q)(運動エネルギー K(q, p) の形に依存) が π(E) にどれく
らい近いかに依存する．π(E)がより heavy-tailedだと探索効率が悪くなる．

4.2 最適な運動エネルギー選択
HMCにおける level set内の deterministicな移動の効率に影響を与える運動エネルギーの選
び方を考える．運動エネルギーを選ぶ上での要請は level set H−1(E)が uniformであることと
運動エネルギー遷移の分布 π(E|q)が π(E)と「近い」こと．

4.2.1 Euclidean Gaussian

まず Gaussianの運動エネルギーを考える．
相空間の位置の方向に重みM ∈ RD×D で距離を定める．

d(q, q′) = (q − q′)⊤M(q − q′)

dualityから運動量方向に誘導される距離は

d(p, p′) = (p− p′)⊤M−1(p− p′)

この距離から分布を構成できる．例えば

π(p|q) = N (p; 0,M)

これは以下の運動エネルギーに対応する．

K(q, p) =
1

2
p⊤Mp+ log(|M |) + const

次に最適な重みM を考える．パラメータ空間の変換によってM−1 が目的分布の Covariance

に近づくほど相関が小さくなり Hamiltonian level set が「一様」になる．このことから最適
なM は

M−1 = Covπ[q] = Eπ[(q − µ)⊤(q − µ)] (µ = Eπ[q])

4.2.2 Riemanian Gaussian

目的分布が Gaussianであっても globalM によって「一様」な level setを達成できないこと
もある．これに対応するために Euclid 幾何を一般化して Riemann 幾何を考える．つまり距離
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M を位置 qに依存して変化する Σ(q)に拡張する．Euclidの場合と同様にGaussianを考えると

π(p|q) = N (p; 0,Σ(q))

K(q, p) =
1

2
p⊤Σ(q)−1p+ log(|Σ(q)|) + const

実装は [10]

4.2.3 Non Gaussian

理論上は運動エネルギーは non Gaussianも考えられるが理論的なサポートはまだない．また
計算上のパフォーマンスは良くない．高次元パラメータ空間では比較的弱い条件でエネルギーの
周辺分布 π(E)は中心極限定理に従い Gaussianに収束し，その場合 non Gaussianの運動エネ
ルギーのパフォーマンスは良くない．

4.3 積分時間
keys� �

• dyanamic ergodicity

• dynamic tuning

• No-U-Turn Sampler� �
運動エネルギーを決めると Hamiltonian level setが決まる．あとは level setに合わせて最適
な積分時間 T (q, p)を求める．

4.3.1 理論
ここでの目標は相空間上の分布を Hamilton orbit*2に制限した分布からうまくサンプルする
ことである．(orbit が目的の分布をよく近似しているかどうかは別の問題であり，運動エネル
ギー選択に依存する．)

ここで dynamic ergodicityという概念を導入する．一般にエルゴード性と呼ばれるものであ
る．dynamic ergodicityは積分時間を長くすれば HMCの trajectoryからの一様なサンプルが
orbit上の目的分布に近づくことを保証する．詳細は付録 B

例えば，目的分布が πβ ∝ e−|q|β , 運動エネルギーが π(p|q) = N (0, 1)である場合，最適な積
分時間は Topti(q, p) ∝ (E)

2−β
2β となる．特に β < 2の場合は E = H(q, p)が大きくなると最適

積分時間 Topti も大きくなる．heavy-tailedであるほど tailの探索に時間がかかる．

*2 HMCの chainが取りうる全ての点の集合を orbitとよぶ．
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4.3.2 実用
実用上は Hmilton trajectoryから動的に Topti を同定する必要がある．現在使われている方法
は以下

(1) No-U-Turn(NUTS) termination creterion: 初期の点から時間前後方向に Hamiltona

trajectoryを伸ばしていき両端が近づいたら止めて trajectoryからサンプルする．[11]

(2) Exhaustive termination: Hamiltonian から十分な積分時間計算する．NUTS より ro-

bust.

積分時間のチューニングは Open problemである．

5 Inplementing Hamiltonian Monte Carlo in Practice

keys� �
• Sympletic法� �

一般に Hamilton方程式の解析解を求めるのは困難なので数値的に trajectoryを計算する．こ
こでは Hamilton方程式の数値解法の最適化について議論を行う．

5.1 Sympletic法
Hamilton 方程式を数値的に解く一般的な方法が sympletic 法である．この方法は「エネル
ギー」と「体積」を保つ数値スキームである．Hamiltonianに近い modified Hamiltonianを保
存し厳密解の近くに留まる軌道を描く．数値誤差が時間発達しないので長時間積分が可能．

5.1.1 アルゴリズム
よく使われる 2次の Sympletic法は leap-frog法により時間 stepを ϵとして，

pn+ 1
2
= pn − ϵ

2

dV

dq
(qn)

qn+1 = qn + ϵpn+ 1
2

pn+1 = pn+ 1
2
− ϵ

2

dV

dq
(qn+1)

5.1.2 Sympletic法の問題
Sympletic法では小さな誤差が時間発達しないものの常に残る．
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5.2 積分誤差の補正
keys� �

• acceptance probability

• Hamiltonianによる監視� �
積分の誤差からくる biasを補正する方法の１つとして，Hamilton遷移を相空間上のMetropolis-

Hastingの proposalとして扱う方法がある．
まず，提案分布 (proposal density)による提案 (q, p) → (q′, p′)の確率をQ(q′, p′|q, p)とかく．
今，点 (q0, p0)から L stepだけ Sympletic法で進めた点を (qL, pL)とすると，deterministicな
移動なので Q(q′, p′|q0, p0) = δ(q′ − qL)δ(p

′ − pL)となる．しかし，これでは可逆でなくなる．
(i.e. Q(q0, p0|qL, pL) = 0なのでMetropolis-Hastingの採択確率が以下のように 0となってし
まう．

a(qL, pL|q0, p0) = min

{
1,

Q(q0, p0|qL, pL)
Q(qL, pL|q0, p0)

π(qL, pL)

π(p0, q0)

}
= min

{
1,

0

1

π(qL, pL)

π(p0, q0)

}
= 0

)

これを回避するために移動後に momentaumを flipする．(q0, p0) → (qL, pL)
flip→ (qL,−pL)

これにより

Q(q′, p′|q0, p0) = δ(q′ − qL)δ(p
′ + pL)

となり Q(q0, p0|qL,−pL) = Q(qL,−pL|q0, p0) = 1なので

a(qL,−pL|q0, p0) = min

{
1,

Q(q0, p0|qL,−pL)

Q(qL,−pL|q0, p0)
π(qL,−pL)

π(p0, q0)

}
= min

{
1,

1

1

π(qL,−pL)

π(p0, q0)

}
= min

{
1,

e−H(qL,−pL)

e−H(p0,q0)

}
= min {1, exp(−H(qL,−pL) +H(p0, q0))}

と採択確率を構成することができる．
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5.3 Sympletic法のパラメータ
keys� �

• 時間 step ϵ

• 階数K

• modified Hamiltonian� �
Sympletic法実装の自由度として時間 step ϵと階数 K がある．ϵを小さくし，K を大きくする
と精度が上がるがその分時間がかかる．
Sympletic法は Hamiltonianの代わりに ϵK 程度 modifyされた Hamiltonian H̃ を保存する
のでその起動は ϵKmodified Hamiltonian level setとなる．modified Hamiltonian level setの
安定性などを調べることによって ϵやK を決める．
2 次の Sympletic 法の単純な実装で modified Hamiltonian level set が well-behaved な場合
には H と H̃ の差を計算コストと平均採択率の関係で評価できる．[12] これから ϵのチューニン
グを行う．

6 Robustness of Hamiltonian Monte Carlo

keys� �
• 理論的保証
• 計算の監視� �

いくら高速なアルゴリズムでも typical setをうまくサンプルしていなければ意味がない．こ
の問題に対する現状の結果としては単純な HMCでも広いクラスの目的分布について geometric

ergordicityが成り立つことが知られている．[13] このクラスは Random Walk Metropolisのよ
うな non-gradient mdethodよりもずっと広いクラスである．

6.1 Diagnosing Porrly-Chosen Kinetic Energy

運動エネルギーの選択が適切かどうかを Hamiltonian trajectory から診断する方法がある．
Bayesian fraction of missing informationを利用する．

E-BFMI :=
Eπ[VarπE|q [E|q]]

VarπE
[E]

≈ ˆE-BFMI :=

∑N
n=1(En − En−1)

2∑N
n=0(En − Ē)2

これが 0.3以下だと望ましくない．
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6.2 Diagnosing Regions of High Curvature

High Curvatureな領域が typical setに存在するとその近傍ではMCMCや HMCではうまく
サンプルできず biasが生まれる．特に hierarchical modelなどはこのような性質を持つ．
Pathological な領域に入ると計算が発散するのですぐわかる．Pathological Curvature への
対応は ϵを小さくするもしくは強い事前分布で正則化すること．

6.3 Limitations of Diagnostics

上記の診断方法は必要条件に過ぎないので，split R̂ staticsなどと合わせて考えるべき．

7 Conclusion

MCMCと比べて HMCは計算効率だけでなく，得られたサンプル結果の有効性もより強く保
証する．non-Gaussianや非ユークリッド運動エネルギーの利用．
また，geometric methodを拡張した Adiabatic Monte Carlo(パラメータ β を追加)なども考
えられている．
HMCは非常に理論的なサポートがしっかりしているが実用上はデータ駆動判定する必要があ
る部分が多い．

付録 A Liouvilleの定理
一般に物理学では以下の質量保存則が仮定される．

Theorem 付録A.1 (質量保存則・連続の式).

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (付録 A.1)

Hamilton方程式と質量保存則を合わせると Liouvilleの定理が導かれる．

Theorem 付録 A.2. N 粒子系の相空間 R2N を考える．(q,p) ∈ R2N が Hamilton 方程式を
満たすとする．ρを粒子の密度，uを粒子の流れとすると，以下が成り立つ．

dρ

dt
= 0 (付録 A.2)

つまり，Hamilton方程式に沿った運動で体積は保存する．
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付録 B dynamic ergodicity

ここで dynamic ergodicityという概念を導入する．一般にエルゴード性と呼ばれる物である．
HMCの chainが取りうる全ての点の集合を orbitとよび ϕとかく．また，z ∈ RD×D を出発し
て時間 t進めた orbit上の点を ϕH

t (z)とかく．

Definition 付録 B.1 (dynamic ergodicity). HamiltonianH に対して，その軌道が dynamic

ergodicityを満たすとは任意の f : RD×D → Rに対して以下が成り立つこと．

lim
T→∞

⟨f⟩ϕH (z, T ) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f ◦ ϕH
t (z)dt = EπH−1(E)

[f ] (付録 B.1)
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