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1 目標
Rn に埋め込まれた曲面（多様体）の面積を考えるために Hausdorff測度を導入し，曲面上の積
分を Hausdorff測度で表す．Lebesgue積分との関係を示す The Area Formulaが目標である．

2 Hausdorff測度
n ∈ Nとする．Rn の Borel集合全体の集合を B(Rn)と書く．また，n次元 Lebesgue測度を

L n と書く．外測度から Carathéodoryの方法を使って Hausdorff測度を構成する．

Definition 2.1 (外測度). Γ : 2R
n → [0,∞]が次の 3つの条件を満たすとき Rn 上の外測度と

いう．

(1) Γ(∅) = 0.

(2) (単調性) A ⊂ B ⇒ Γ(A) ≤ Γ(B).

(3) (可算劣加法性) Γ(∪∞
i=1Ai) ≤

∑∞
i=1 Γ(Ai).

Definition 2.2. (Carathéodory-可測性) Γを Rn 上の外測度とする．E ⊂ Rn が Γ-可測（また
は Carathéodory-可測）とは以下がなりたつことである．任意の A ⊂ Rn に対して

Γ(A) = Γ(A ∩ E) + Γ(A ∩ Ec)
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となる．

Carathódory の方法により外測度の可測集合への制限により測度を定める．特に集合族とし
て Borel集合を考える．

Definition 2.3. Rn の外測度 Γについて 2つの条件を考える．

(1) 任意の Borel集合 A ∈ B(Rn)が Γ-可測である．
(2) 任意の A ⊂ Rn に対して，ある Borel集合 B ∈ B(Rn)が存在して Γ(A) = Γ(B)となる．

(1)が成り立つとき，Γ(の B(Rn)への制限)を Borel測度という．(1)に加えて (2)が成り立つ
とき，Γ(の B(Rn)への制限)を Borel正則測度という．

m ∈ N に対して，Rn 上の m 次元 Hausdorff 測度を定める．S ⊂ Rn に対して，S の直径
(diameter)を

diam(S) := sup{|x− y| | x, y ∈ S}

で与える．
さらに，m次元閉単位球の Lebesgue測度を αm = L m(Bm(0, 1))とかく．A ⊂ Rn，δ > 0

に対して，直径が δ 以下の集合による Aの可算被覆全体の集合族を GA(δ)とかく．

GA(δ) = {(Sj)j∈N | A ⊂ ∪jSj ,∀j, diam(Sj) ≤ δ}.

これを用いて Hausdorff外測度を次のように定める．

H m(A) := lim
δ→0

inf
S∈GA(δ)

∑
Sj∈S

αm

(
diam(Sj)

2

)m

. (2.1)

このように定めたH m は Borel正則測度となる．

3 The Area Formula

f : Rl → Rn について，ある L > 0が存在して，任意の x, y ∈ Rl で

∥f(x)− f(y)∥ ≤ L∥x− y∥

が成り立つとき f を Lipschitz 連続という．これを満たす最小の L を Lipschitz 定数と呼び，
(Lip f)と書く．

Theorem 3.1. l,m, n ∈ N, f : Rl → Rn を Lipschitz連続とする．A ∈ B(Rl)に対して，∫
Rn

N(f |A, y)H m(dy) ≤ (Lip f)mH m(A)

が成り立つ．

2



f : Rm → Rn と A ⊂ Rm，y ∈ Rn に対して

N(f |A, y) = |{x ∈ A | f(x) = y}|

とおく．また，f が a ∈ Rm で微分可能なとき，k ∈ N に対して，k 次元 Jacobian Jkf(a) を
「Df(a)による単位 k 次元立方体の像の最大 k 次元体積」で定める．

Theorem 3.2 (The Area Formula 1, theorem 3.2.3 in [1]). m ≤ n，f : Rm → Rnは Lipschitz

関数とする．

(1) A ⊂ Rm をL m-可測とすると∫
A

Jmf(x)L m(dx) =

∫
Rn

N(f |A, y)H m(dy).

(2) u : Rm → RをL m-可積分関数とすると∫
Rm

u(x)Jmf(x)L m(dx) =

∫
Rn

∑
x∈f−1(y)

u(x)H m(dx).

Theorem 3.3 (The Area Formula 2, theorem 3.2.5 in [1]). m ≤ n，f : Rm → Rnは Lipschitz

関数，A ⊂ Rm はL m-可測，g : Rn → Rとする．さらに，以下のいずれかが成り立つとする．

(1) g はH m-可測．
(2) N(f |A, y) < ∞，H m-a.e. y．
(3) χA · g ◦ f · Jmf はL m-可測．

このとき次が成り立つ．∫
A

g(f(x))Jmf(x)L m(dx) =

∫
Rn

g(y)N(f |A, y)H m(dy).
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