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1 はじめに
データ同化を数学的に扱う際のモデルの解析について整理する．まずは気象で用いられる方程式に絞る．

データ同化の文脈において求められるモデルの解析は well-posed性に加えて，global attractorの存在や初
期誤差の発達レートの評価である．無限次元力学系の理論 [1]に基づく．また，[2]のように，Lyapunov関
数を用いた評価・解析も基本的である．
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1.1 これまでの流れ
[3, Hayden 2011]は Lorenz63(L63)と 2次元 Navier-Stokes(2dNS)に対して解の存在から誤差発達まで

の結果を示した．[4, Law 2016]は Lorenz96(L96)に対する同様の解析を行なった．どちらも対象の方程式
を以下のような形の Hibert空間上の ODEとして表現した．

du

dt
+Au+ B(u, u) = f.

[5, Kelly 2014]は A,B に条件を設けて一般的な散逸的方程式として誤差発達について議論した．
一方で，[2] では，有限次元の model dynamics として SDE が考えられており，SDE についてのエネル

ギー不等式と Lyapunov関数に注目して有界性を議論している．

1.2 準備
Hilbert空間 (H, 〈·, ·〉 , | · |)を考える．

Definition 1.1 (自励系 ODEと力学系). 自励系*1の ODEを考える．
du

dt
= F (u), u(0) = u0.

この ODEが任意の u0 ∈ Hに対して，時間大域的な一意解 u ∈ C1(R≥0;H)を持つとき，1パラメータ半群
Ψ : R≥0 ×H → Hが

Ψ(t, u0) = u(t)

で定義できる．Ψt(·) = Ψ(t, ·)と書き，元の ODEや 1パラメータ半群を力学系と呼ぶ．

Definition 1.2. B ⊂ Hが半群 Ψt について forward invariantであるとは
Ψt(B) ⊂ B, ∀t ≥ 0

が成り立つことを言う．

Definition 1.3. 半群 (Ψt)t≥0 の attractorとは以下を満たす集合 A ⊂ H．

(1) ΨtA = A .

(2) ある近傍 U が存在し，∀u0 ∈ U で d(Ψtu0,A ) → 0 (t → ∞).

また，attractor A がコンパクトであり，任意の有界集合 B に対して，B の点を一様に attract するとき，
A は global attractorと呼ばれる．

Definition 1.4 (absorbing set). 力学系 Ψ : R≥0 × V → V が有界な absorbing set Babs を持つとは，任
意の R > 0に対して，ある T = T (R) > 0が存在して

Ψt(B(0, R)) ⊂ Babs, ∀t ≥ T

が成り立つことを言う．

*1 速度ベクトル場が時間に依存しない．
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Theorem 1.5. 半群 (Ψt)t≥0 が十分大きな tで一様コンパクトa，つまり，任意の有界集合 B に対し
て，ある T = T (B) > 0が存在し ∪t≥TΨtB がHで相対コンパクト，とする．また，開集合 U ⊂ Hと
その上での absorbing set Babs が存在するとする．このとき，global attractorを

A = ∩T≥0∪t≥TΨt(Babs) (1.1)

で定めることができ，U で包含関係について極大となる．
a 証明には，ある T で ΨT がコンパクトという条件で十分．

Proof. Theorem 1.1 of [1].

Remark 1.6. Ψt に関する一様コンパクト性の条件は V での有界な absorbing setの存在と V のH への埋
め込みがコンパクトであれば満たされる．

Remark 1.7. 有界な absorbing setの存在は以下の形のエネルギー不等式が得られるとわかる．

|u(t)|2 ≤ e−αt|u0|2 +R2(1− e−αt)

ただし，α,R > 0は u0 によらない定数．これより，任意の R1 ≥ Rについて，|u0| ≤ R1 のとき，

|u(t)|2 ≤ e−αtR2
1 +R2(1− e−αt) = R2 + (R2

1 −R2)e−αt ≤ R2
1

となるので，H における閉球 BH(0, R1)は forward invariantである．また，R1 > Rについて，BH(0, R1)

は H で absorbing setになることもわかる．

1.3 (関連)半群と generatorの関係
半群の Lipshitz 性と generator の Lipshitz 性は少し意味が違う．連続時間の力学系で定式化している場

合は generatorの Lipshitz性を仮定し議論を進めている．一方で

2 基本の仮定と準縮小評価
2.1 Chaotic dynamics

状態空間として Hilbert空間 (H, | · |)を考える．

Assumption 2.1. Banach空間 (V, ‖ · ‖)を H に連続的に埋め込めるとする*2．以下の形の力学系を仮定
する．

du

dt
+Au+ B(u, u) = f, u(0) = u0. (2.1)

ただし，A : H → Hは非有界線形作用素で，ある λ > 0が存在して以下が成り立つ．

〈Au, u〉 ≥ λ‖u‖2, ∀u ∈ D(A). (2.2)

*2 ∃C > 0, s.t. |u| ≤ C|u|, ∀u ∈ V .
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さらに，双線形形式 B : V × V → Hは以下を満たし，

B(u, v) = B(v, u), ∀u, v ∈ V , (2.3)

〈B(u, u), u〉 = 0, ∀u ∈ V , (2.4)

ある c > 0が存在して，以下が成り立つとする．

| 〈B(u, v), v〉 | ≤ c‖u‖‖v‖|v|, ∀u, v ∈ V . (2.5)

また，任意の u(0) ∈ H に対して，(2.1) は一意な弱解を持つとし，H に拡張可能な 1-パラメータ半群
Ψt : V → V を生成するとする．さらに，global attractor A ⊂ V が存在し，ある R > 0が存在して任意の
u0 ∈ A に対して supt≥0 |u(t)| ≤ Rが成り立つとする．

Remark 2.2. 空間の包含関係は D(A) ⊂ V ⊂ H ⊂ V ′．

Remark 2.3. Lorenz63, 96, トーラス上 2 次元 Navier-Stokes はこの仮定を満たす．有限次元の場合は
global attractorの存在は他の仮定から導かれる．global attractorと有界性の証明には，Remark 1.7のエネ
ルギー不等式を示せば良い．

Theorem 2.4 (初期値連続性/誤差発達 [5]). Assumption 2.1を仮定すると，ある β ∈ Rが存在して
以下が成り立つ．

|Ψh(v0)−Ψh(w0)| ≤ eβh|v0 − w0|, ∀v0 ∈ A , h > 0, w0 ∈ H. (2.6)

Proof. [5]

Remark 2.5. 初期値は片方だけが global attractor A に入っているという条件だけが課せられている．こ
れはデータ同化において，信号 ut ∈ A の推定値 ût が A に入っているとは限らない場合を想定している．

2.2 Lyapunov関数とエネルギー原理
[2]は有限次元のmodel dynamicsとして，伊藤過程が時間離散化されたMarkov chainを考えている．特

に，Section 2.5では，modelのMarkov chainの Lyapunov関数を通した有界性の評価を提案し，十分条件
を model dynamicsのエネルギー不等式と結び付けている．具体的な dynamicsについて不等式を導出して
いる．

3 Lorenz63

σ, b, r ∈ Rに対して，z を r + σ シフトした Lorenz63を考える．
dx

dt
= σ(y − x),

dy

dt
= −σx− y − xz,

dz

dt
= xy − bz − b(r + σ).
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これはH = V = R3 として，u = (x, y, z)⊤ に対して，(2.1)を用いて以下のように書ける．

A =

 σ −σ 0
σ 1 0
0 0 b

 , f =

 0
0

−b(r + σ)

 ,

B(u, ũ) = 1

2

 0
xz̃ + zx̃

−(xỹ + yx̃)

 .

以下，σ > 0, b > 1, r > 0とする．(σ = 10, b = 8/3, r = 28はこれを満たす．)

Lemma 3.1. ∀u, ũ ∈ R3 で以下が成り立つ．

(1) 〈Au, u〉 ≥ |u|2.
(2) 〈B(u, u), u〉 = 0.

(3) B(u, ũ) = B(ũ, u).
(4) |B(u, ũ)| ≤ 2−1|u||u|.

Proof. 〈Au, u〉 = σx2 + y2 + bz2 ≥ |u|2，(y2 + ỹ2)(z2 + z̃2) ≥ (yỹ + zz̃)．

Lemma 3.2. K = b2(r+σ)2

4(b−1) とおく．

(1) ∀u0 ∈ R3 に対して，全ての t > 0 で定義された一意な解 u ∈ C1(R≥0;R3) が存在し，以下が成り
立つ．

lim sup
t→∞

|u(t)|2 ≤ K.

(2) absorbing set Babs = B(0,K1/2)は forward invariant，つまり以下が成り立つ．

Ψt(Babs) ⊂ Babs, ∀t ≥ 0

(3) global attractor A を (1.1)で定めると，∀u0 ∈ A で，以下が成り立つ．

|u(t)|2 ≤ K, ∀t ≥ 0.

Proof. [3] 解の存在は速度ベクトル場の局所リプシッツ性から従う．−〈Au+ B(u, u)− f, u〉 ≤ K − |u|2 を
示す．Gronwallの不等式から従う．

Theorem 3.3. β = K1/2 − 1とおく．∀v0 ∈ A，w0 ∈ R3，t > 0で以下が成り立つ．

|v(t)− w(t)| ≤ eβt|v0 − w0|.

Proof. β の存在は，[5]からわかる．具体的な β は [3]を見よ．
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4 Lorenz96

J ∈ Nに対して，J 変数の Lorenz96モデルは 1次元周期境界の領域を J 点格子で離散化した以下のよう
な力学系．u = (u1, · · · , uJ)

⊤ ∈ RJ，

duj

dt
= uj−1(uj+1 − uj−2)− uj + F, for j = 1, 2, · · · , J,

u0 = uJ , uJ+1 = u1, u−1 = uJ−1.

F ∈ Rは外力パラメータ．
H = V = RJ として，(2.1)の形で以下のように書ける．

A = I, f =

 F
...
F

 ,

B(u, ũ) = 1
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ũ2uJ + u2ũJ − ũJuJ−1 − uJ ũJ−1

...
ũj−1uj+1 + uj−1ũj+1 − ũj−2uj−1 − uj−2ũj−1

...
ũJ−1u1 + uJ−1ũ1 − ũJ−2uJ−1 − uJ−2ũJ−1

 .

Lemma 4.1 ([4]). ∀u, ũ ∈ RJ に対して，以下が成り立つ．

(1) 〈Au, u〉 = |u|2.
(2) 〈B(u, u), u〉 = 0.

(3) B(u, ũ) = B(ũ, u).
(4) |B(u, ũ)| ≤ 2|u||ũ|.
(5) 2 〈B(u, ũ), u〉 = −〈B(u, u), ũ〉.

Lemma 4.2 ([4]). K = 2JF 2 とおく．

(1) ∀u0 ∈ RJ に対して，全ての t > 0 で定義された一意な解 u ∈ C1(R≥0;RJ) が存在し，以下が成り
立つ．

lim sup
t→∞

|u(t)|2 ≤ K.

(2) absorbing set Babs = B(0,K1/2)は forward invariant，つまり以下が成り立つ．

Ψt(Babs) ⊂ Babs, ∀t ≥ 0

(3) global attractor A を (1.1)で定めると，∀u0 ∈ A で，以下が成り立つ．

|u(t)|2 ≤ K, ∀t ≥ 0.

Proof. [4]
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Theorem 4.3. β = K1/2 − 1とする．∀v0 ∈ A，w0 ∈ RJ，t > 0で以下が成り立つ．

|v(t)− w(t)| ≤ eβt|v0 − w0|.

Proof. β の存在は，[5]からわかる．具体的な β は [4]を見よ．

5 Notations

[6, 7, 3]. Ω = [0, L]n (n = 2, 3)とおく．

(1) 可積分関数の空間 X に対して

Ẋ = {φ ∈ X |
∫
Ω

φ(x)dx = 0}

と書く．
(2) V = {φ | φは Ω上の三角多項式,∇ · φ = 0,

∫
Ω
φdx = 0}とし，

H = V
L2

,V = V
H1

とする．H⊥ = {∇p | p ∈ H1(Ω)}が成り立つ．
(3) Leray-Helmholtz射影と呼ばれる L2 直交射影 Pσ : L̇2(Ω)n → Hを用いて，Stokes作用素

A = −Pσ4, D(A) = (H2(Ω))n ∩ V

を定める (n = 2, 3)．周期境界条件の場合には，A = −4|D(A) となり，自己共役正作用素となる．さ
らに，A−1 がコンパクトとなる．このため，固有値の列 0 < λ1 ≤ λ2, . . . , λj → ∞と Hで正規直交
な (wj)j∈N ⊂ D(A)が存在し，Awj = λjwj が成り立つ．

(4) L2 内積とノルムをそれぞれ 〈·, ·〉，| · |と書く．Poincaréの不等式からある c > 0が存在し

c|Aw| ≤ ‖w‖H2 ≤ c−1|Aw|, ∀w ∈ D(A),

c|A1/2w| ≤ ‖w‖H1 ≤ c−1|A1/2w|, ∀w ∈ V

が成り立ち，V = D(A1/2)もわかる．((·, ·)) =
⟨
A1/2·, A1/2·

⟩，‖ · ‖ = |A1/2 · |と書くとそれぞれ V
の内積とノルムになる．

6 2次元 Navier-Stokes

L > 0，Ω = [0, L]2 上の 2次元 Navier-Stokes方程式をHで考える．
∂u

∂t
− ν4u+ (u · ∇)u+

1

ρ1
∇p = f.

A = Aとする．
次に双線形形式 B : V × V → Hを

B(u, v) = Pσ[(u · ∇)v]
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で与え，対称な双線形形式 B : V × V → Hを

B(u, v) = 1

2
[B(u, v) +B(v, u)] (6.1)

で定める．
2次元 Navier-Stokes方程式は次のように表せる．

du

dt
+ νAu+ B(u, u) = f, (6.2)

ただし，外力は f ∈ Hとする*3．
解の存在は Theorem 2.1 in [1, p.108]．

Theorem 6.1. u0, f ∈ Hとする．このとき，(6.2)の一意な解が存在し以下を満たす．

u ∈ C([0, T ];H) ∩ L2((0, T );V), ∀T > 0,

また，t > 0 について，u(t) ∈ D(A) は解析的であり，H 3 u0 7→ u(t) ∈ D(A) は連続a．さらに，
u0 ∈ V のとき

u ∈ C([0, T ];V) ∩ L2((0, T );D(A)), ∀T > 0

が成り立つ．
a 半群 Ψt : H 3 u0 7→ u(t) ∈ D(A)が定義できる．

Lemma 6.2 (Aについて).

〈Au, u〉 ≥ λ1‖u‖2, ∀u ∈ V (6.3)

が成り立つ．

Lemma 6.3 (B の評価). 任意の u, v ∈ V について以下が成り立つ．

(1) B(u, v) = B(v, u).
(2) 〈B(u, u), u〉 = 0.

(3) | 〈B(u, v), v〉 | ≤ ∃c‖u‖‖v‖|v|.

ただし，c > 0は B にのみ依存．

Proof. まず，[3]から B について以下が成り立つ．

i) 〈B(u, v), v〉 = 0, ∀u, v ∈ V .
ii) 〈B(u, v), w〉 = 〈B(u,w), v〉 , ∀u, v, w ∈ V .
iii) | 〈B(u, v), w〉 | ≤ ∃c|u|1/2‖u‖1/2‖v‖|w|1/2‖w‖1/2, ∀u, v, w ∈ V .

*3 もしくは f の勾配部分 f − Pσf を圧力勾配 ∇pに加えて Pσf を改めて f とおく．
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(1), (2)は明らか．

| 〈B(u, v), v〉 | ≤ 1

2
[| 〈B(u, v), v〉 |+ | 〈B(v, u), v〉 |] ≤ 0 +

c

2
|v|1/2‖v‖1/2‖u‖|v|1/2‖v‖1/2

=
c

2
‖u‖‖v‖|v|.

2つ目の不等式では i)と iii)を用いた．

Lemma 6.4. 以下のエネルギー不等式が成り立つ．

|u(t)|2 ≤ |u0|2e−νλ1t +
|f |2

ν2λ2
1

(1− e−νλ1t). (6.4)

また，ある ρ1 > 0が存在して B1 = BV(0, ρ1)は V での有界な absorbing setであるので，Ψt の Hでの
一様コンパクト性が従う．これより，global attractorの存在もわかる．

Lemma 6.5 ([3]). K = |f |2
ν2λ1

とする．global attractor A を (1.1)で定めると，∀u0 ∈ A で，以下が成り
立つ．

‖u(t)‖2 ≤ K, ∀t ≥ 0.

以上から T2 上 Navier-Stokes 方程式は基本の仮定を満たすので H のノルム (L2 ノルム | · |) に対して，
Lemma 2.4の結果が従う．[3]は V のノルム (‖ · ‖)に対して同様の評価をしている．

Theorem 6.6. ∀v0 ∈ A，w0 ∈ V を初期値とする [0, T ]での (6.2)の解をそれぞれ v(t), w(t)と書く．
ある無次元の定数 C1 と β = C1ν

−5/3λ
−1/3
1 K4/3 に対し，t ∈ [0, T ]で以下が成り立つ．

‖v(t)− w(t)‖ ≤ eβt‖v0 − w0‖.

7 3次元正則化 Navier-Stokes

L > 0とし周期境界の Ω = [0, L]3 上 3次元 Camassa-Holm(Navier-Stokes-α)方程式は
∂

∂t
(α2

0u− α2
14u)− ν(α2

0u− α2
14u)− u× (∇× (α2

0u− α2
14u)) +

1

ρ1
∇p = f,

∇ · u = 0,

u(x, 0) = u0(x).

ただし， p
ρ1

= π
ρ0

+α2
0|u|2 −α2

1(u ·4u)は修正圧力であり，圧力 π，粘性係数 ν > 0，密度 ρ0 > 0，f は外力
を表す．α0 > 0と α1 ≥ 0はスケールパラメータであり α0 = 1，α1 = 0のとき，3次元 Navier-Stokes方程
式に一致する．f は時間に依存しないと仮定する．また，∫

Ω
udx = 0となるように，∫

Ω
u0dx =

∫
Ω
fdx = 0

を仮定する．
また，((·, ·))を V に制限すると α1 > 0のとき以下の H1 内積と同値になる．

[u, v] = α2
0 〈u, v〉+ α2

1((u, v)), u, v ∈ V .

次に双線形形式 B : V × V → Hを

B(u, v) = Pσ[(u · ∇)v], u, v ∈ V
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で与え，B(u)v = B(u, v), u, v ∈ V とおく．さらに，

B̃(u, v) = −Pσ(u× (∇× v)), u, v ∈ V

3次元 Camassa-Holm方程式は ODEとして以下のように表せる．
d

dt
(α2

0u+ α2
1Au) + νA(α2

0u+ α2
1Au) + B̃(u, α2

0u+ α2
1Au) = f, (7.1)

u(0) = u0, (7.2)

ただし，f ∈ Hを仮定する．

Lemma 7.1 ([7]). (1) 〈B(u, v), w〉 = −〈B(u,w), v〉.
(2) B̃(u, v) = (B(v)−B∗(v))u, ∀u, v ∈ V .

Definition 7.2 (Regular solution). f ∈ H, T > 0 とする．u ∈ C([0, T );V) ∩ L2([0, T );D(A)), du
dt ∈

L2([0, T );H)が以下を満たすとき (7.1)の regualr solutionと呼ばれる．⟨
d

dt
(α2

0u+ α2
1Au), w

⟩
D(A)′

+ ν
⟨
A(α2

0u+ α2
1Au), w

⟩
D(A)′

+
⟨
B̃(u, α2

0u+ α2
1Au), w

⟩
D(A)′

= 〈f, w〉 ,

∀w ∈ D(A), a.e. t ∈ [0, T ).

Theorem 7.3 ([7]). f ∈ H, u0 ∈ V とする．任意の T > 0に対して，(7.1)の regular solution uが
一意に存在し，以下を満たす．

(1) u ∈ L∞
loc((0, T ];H

3(Ω)).

(2) ν, α0, α1, f にのみ依存する定数 Rk (k = 0, 1, 2, 3)が存在し，

lim sup
t→∞

(α2
0|Ak/2u|2 + α2

1|A
k+1
2 u|2) = R2

k

が成り立つ．

Corollary 7.4. (7.1) の解 u に対して，Ψtu0 = u(t) とおくと Ψt はコンパクトな半群となる．また，
Babs = {u ∈ V | ‖u‖ ≤ R0

α1
}とおくと，V での absorbing setとなる．(1.1)で A を定めるとコンパクトと

なる．

Theorem 7.5. f ∈ H, T > 0とする．v0 ∈ A，w0 ∈ V を初期値とする (7.1)の [0, T )での解をそ
れぞれ v(t), w(t)と書き，δu(t) = v(t)− w(t)とおく．ある β ∈ Rが存在し，t ∈ [0, T )で以下が成り
立つ．

(α2
0|δu(t)|2 + α2

1‖δu(t)‖2) ≤ eβt(α2
0|δu(0)|2 + α2

1‖δu(0)‖2).

Proof. [7]の p.20にある regular solutionの一意性の議論から従う．

Remark 7.6. 初期値の条件 w0 ∈ V に注意．
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付録 A Gronwallの不等式
Lemma 付録A.1. a, b, u0 ∈ Rに対して，u ∈ C1(R≥0;R)が

du

dt
≤ au+ b, u(0) = u0

を満たすとする．このとき，以下が成り立つ．

u(t) ≤ eatu0 +
b

a
(eat − 1).
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