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研究内容
Uncertainty Quantification 数理流体力学

数理モデルの誤差・不確実性を
定量的に評価． 流体現象を数学的に研究．
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データ同化とは
Filtering(Smoothing)問題の気象学・海洋学界隈での方言であり，
シミュレーションと観測データを融合させる理論．予測に使うた
めの精度の良い初期値の推定，モデルのパラメータ推定，観測
データの平滑化や補間などを目的とする．

気象学・海洋学に限らず宇宙科
学や生命科学など応用範囲は広い．
統計的なアプローチから理論が作
られているため，数学的な解析が
まだ少ない．

データ同化のイメージ
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設定｜状態空間モデル (離散時間)

状態空間を Rmとして．関数Ψ : Rm → Rmに対して，以下の離
散力学系を考える．

uj = Ψ(uj−1) (1)

初期値 u†0 ∈ Rmに対する時間発展 (u†j)j≥0が存在するが直接観測
できないとする．
系に対する情報はノイズを含む有限次元 d ∈ Nの観測 yj ∈ Rdと
して得られる．

yj = H(u†j) + ηj , ηj ∼ N(0,Γ). (2)

ただし，観測関数をH : Rm → Rdとし，各 ηj ∈ Rdは互いに独立
で Γ ∈ Rd×dは半正定値とする．
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設定｜データ同化の目標
問題� �
J ∈ N個の観測値 YJ = (yj)

J
j=1からどのようにして真の状態

(u†j)
J
j=1に対する推定値を得るか？� �

使える情報は
時間発展Ψ : Rm → Rm．
観測関数H : Rm → Rdとそのノイズの情報N(0,Γ)．

適当に û0 ∈ Rmと誤差Σ0 : Rm×mを取り，初期値に関する不確実
性 µ0(du

†
0) = N(du†0; û0,Σ0)を設定すると j = 1, . . . , J に対して，

不確実性 µj(du
†
j)をどのように計算できるか？

また，推定値 ûj をどのように計算できるか？
という問題になる．
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方法｜ベイズに基づいたデータ同化
帰納的に µj(duj)，j = 1, . . . , J を構成する．
予測 µj−1(duj−1)に対して，モデルΨによる時間発展で時刻 jで
の不確実性 µ̂j(duj)を推定する．

µ̂j(duj) = µj−1(Ψ
−1(duj)). (3)

ベイズ更新 ベイズの公式 P (u|y) = P (y|u)P (u)
P (y) から，事前分布

µ̂j(duj)と尤度 p(y|u) = N(y;H(u),Γ)に対して事後分布として
µj(duj)を計算する．

µj(duj) =
p(yj |uj)µ̂j(duj)∫
p(yj |uj)µ̂j(duj)

. (4)

Point� �
モデルによる予測 (3)とベイズ更新 (4)を繰り返す．� �
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例｜Kalman Filter(線形，Gaussノイズ)

m = d = 1，モデルはΨ(u) = λu，λ ∈ R．観測はH(u) = u，
Γ = γ2．µ0(du) = N(du;m0, σ

2
0)，m0 ∈ R，σ0 > 0とする．

(推定値は推定分布の平均値 û0 = m0とする．)

このとき， 推定分布の列 (µj(du))
J
j=1は Gaussian N(mj , σ

2
j ) と

なり以下のように予測とベイズ更新で帰納的に構成できる．

m̂j = λmj−1, σ̂2
j = λ2σ2

j−1 (5)

mj

σ2
j

=
m̂j

σ̂2
j

+
yj
γ2

,
1

σ2
j

=
1

σ̂2
j

+
1

γ2
(6)

(ΨとHの線形性と ηn の Gauss性による．)
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例｜Particle Filter

分布をN 点 (u
(n)
j )Nn=1

1のヒストグラムで近似する．
µN
0 ∼ 1

N

∑N
n=1 δu(n)

0

, u
(n)
0 ∼ µ i.i.d.．

予測のステップでは各点をモデルで時間発展する．

µ̂N
j ∼ 1

N

N∑
n=1

δ
û
(n)
j

, û
(n)
j = Ψ(u

(n)
j−1). (7)

ベイズ更新では，ベイズの公式から各点の重みを計算する．

µN
j =

1

N

N∑
n=1

w(n)δ
û
(n)
j

, w(n) =
p(yj |û(n)j )∑N
n=1 p(yj |û

(n)
j )

(8)

最後に，µN
j に従う等しい重みの ensemble (u

(n)
j )Nn=1を取り直す．

µN
j ∼ 1

N

N∑
n=1

δ
u
(n)
j

, u
(n)
j ∼ µ i.i.d.. (9)

1点の集まりをアンサンブル (ensemble)と言う場合もある．
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より一般的な設定
状態空間

関数空間（無限次元 Hilbert空間）をとることもある．
モデル

モデルΨは線形とは限らない．ノイズを含む力学系を考える
こともある．非自励系を考える必要があるかもしれない．ま
た，実際の現象がどんな dynamicsに従うかを知ることは不
可能...

観測
観測は線形とは限らない．観測ノイズは Gaussianとは限らな
い．全空間で観測値が得られるわけではない．観測関数が時
間に依存するかもしれない...

時間
連続時間を考えることもある．(モデルだけの場合や観測も
連続時間などいろいろ．)
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いろいろなデータ同化アルゴリズム
Kalman Filter

線形モデル・線形観測，Gaussノイズを仮定．
Ensemble Kalman Filter

Kalman Filterをモンテカルロ近似し，推定の期待値と共分散
を計算する．非線型なモデルにも適用できるが 3次モーメン
ト以上は計算しない．

Particle Filter
分布をヒストグラムで近似．モデルや観測などに仮定がない．

(変分法)
予測値と観測値の両方にフィットするように最小 2乗推定を
行う．分布は推定せず事後確率最大化点のみ計算する．3次
元変分法，4次元変分法など．
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数学的に示すべきこと I

d(·, ·)は確率測度間の適当な距離を表すものとする．上の方が基
礎的，下に行くほど応用上で必要とされる評価．
A. 適切性 (Wellposedness)

事後分布推定問題における解の存在と一意性とパラメータ
（観測値）に対する連続性．

d(µy, µy′) ≤ C|y − y′|. (10)

B. 安定性 (Stability)
推定誤差が時間無限大で有界か？

C. 事後分布の一貫性 (Posterior consistency)
十分な (abundant and accuarate)観測値が得られれば，真の
状態 u†を recoverできること．

d(µ
(YJ ,Γ)
j , δ

u†
j
) → 0 (J → ∞, tr(Γ) → 0). (11)
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数学的に示すべきこと II

D. 分布近似誤差評価 (Bayesian Quality Assessment)
理論的な事後分布 µのアルゴリズムによる近似 µapproxがど
れくらい近いかを評価すること．(離散化パラメータ連続性
とも言える)

d(µapprox, µ) ≤ ?. (12)

E. 信号推定誤差評価 (Signal Quality Assessment/Accuracy)
信号推定（点推定）問題において推定値 ûと真の状態 u†が
どれくらい近いかを評価すること．各時刻での誤差や経路と
しての誤差を評価する．

lim sup
j→∞

E[|ûj − u†j |
2] ≤ ?. (13)
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数学的に示すべきこと III

F. エルゴード性 (Ergodicity)
Ensemble Filterの推定分布が一意な invariant measureに収束
するか，それがどれくらい速いかを評価する．

d(Pnµ, Pnν) ≤ Cµ,νλ
n (14)

(G. モデルの解析)
モデルの誤差発達の評価がデータ同化の解析に必要．そのた
めに，モデル方程式の解や global attractorの存在などについ
ても調べる必要がある．
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データ同化ステップの書き換え
解析の見通しをよくするために分布の変化を作用素的に書く．
予測 P : M1(Rm) → M1(Rm)を以下で定め 2，

(Pµ)(du) = µ(Ψ−1(A)) =

∫
Rm

δ(u−Ψ(v))duµ(dv), (15)

ベイズ更新 yj ∈ Rdに対して，Lj : M1(Rm) → M1(Rm)を

(Ljµ)(du) =
p(yj |u)µ(du)∫
p(yj |u)µ(du)

(16)

とおくと，データ同化での分布の更新は以下のように書ける．

µj = LjPµj−1 . (17)

時刻に依存したMarkov遷移 µj−1 → µj になっている 3．
2stochasticなモデルの場合は P がマルコフ遷移となる．
3真の状態 uj も合わせると時間に依存しないMarkov遷移で表せる．
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データ同化における推定・近似の階層
True signal u†j−1 u†j

Ψ

フィルタ分布 µj−1 P µ̂j Lj µj

yj推定

Ψ prior
likelihood

H+ ηj

Wellposed?

Consistent?

アルゴリズム µ̃j−1 P̃ ˜̂µj L̃j µ̃j

近似
Wellposed?

Stable?

Accuarate?

実装 数値誤差？計算コスト？
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Particle Filterの近似誤差 [1, Law-Stuart-Zygalakis 2015]

分布のN 点のヒストグラムによる近似を
SN : M1(Rm) → M1(Rm)として以下のように書く．

SNµ =
1

N

N∑
n=1

δu(n) , u(n) ∼ µ i.i.d. . (18)

Particle Filterによる近似分布 (µN
j )Jj=1は以下のように構成される．

µN
j = LjPSNµN

j−1, µN
0 = µ0. (19)

尤度に関する適切な条件のもとで以下が成り立つ．(評価 D)

d(µN
J , µJ) ≤ ∃CJ

1√
N

. (20)

Kalman Filter についても Gaussian への射影を使って同様の記述ができるが，非 Gauss
な分布に収束することはないので分布の近似誤差に関する解析は知られていない．
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モデルの定式化の例 [2, Kelly-Law-Stuart2014]

Hilbert空間 (H, | · |)上の力学系を考える．
du

dt
+A(u) + B(u, u) = f. (21)

ただし，線形項Aと非線形項 Bには適切な仮定を設ける．
(21)の解が 1-パラメータ半群Ψt : V → V で書けるとすると，時
間刻み h > 0に対してΨ = Ψhとおくことで離散時間の設定に帰
着できる．
[2, Kelly-Law-Stuart2014]は Lorenz63, 96, トーラス上 2次元
Navier-Stokesが含まれるように仮定を設定し，誤差発達などにつ
いての評価を与えた．(評価 G)

|Ψt(v0)−Ψt(w0)| ≤ e∃βt|v0 − w0|. (22)

β > 0のとき，誤差が指数的に発達しうる．→カオス性．
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既存の結果
ベイズ推定の観測値連続性 (A)

事後分布は観測値に対して局所リプシッツ 4[1,
Law-Stuart-Zygalakis 2015],[3, Sullivan 2015]．

3次元変分法 (E)
線形部分観測 (d < m)の場合でも，推定誤差が観測ノイズで
評価．Lorenz63や Lorenz96を対象 [1, Law-Stuart-Zygalakis
2015], [4, Law-Alonso-Shukla-Stuart2016].

Ensemble Kalman Filter(B, F)
PO法や ETKFに対する線形部分観測の下で安定性やエル
ゴード性 [2, Kelly-Law-Stuart 2014], [5, Tong-Majda-Kelly
2016]．

Ensemble Kalman Bucy Filter5(A, B, E)
完全観測 small noiseの設定での解の存在証明や誤差解析 [6,
Wiljes-Reich-Stannat 2018]．また，Localizationという手法で
サンプルサイズを減らす [7, Wiljes-Tong 2020].

4Hellinder距離
5連続時間版の Ensemble Kalman Filter
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その他
解析手法など

Gronwallの不等式，エネルギー不等式，リヤプノフ関数，エ
ルゴード理論，マルコフ連鎖，SDE，行列の固有値/スペク
トル解析，Random Matrix...

課題
観測の非線形性，非 Gauss分布の近似．4次元変分法は解析
解がないので評価が難しい．ad hocな方法を減らしたい．計
算コスト（速度，メモリ）．大規模システムとの親和性．
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