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1 はじめに
この資料はLorenz 96モデルを用いたデータ同化入門プログラム（https://github.com/KotaTakeda/

da_course_l96/blob/main/l96.ipynb）の簡易的な解説記事である．なお，プログラムは理研デー
タ同化オンラインスクール2020や同等の京大理学部の講義「データ同化A」に影響を受けている．デー
タ同化に関する詳細な解説は「データ同化の数理」（https://kotatakeda.github.io/math/book）
上で予定している．

1.1 記号

1. ユークリッドノルムを ‖ · ‖と書く．

2. 確率密度関数を p(u)などと書く．
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2 Lorenz 96モデルと数値予測
2.1 Lorenz 96モデルとは

Lorenz 96モデルはデータ同化においてよく用いられる現象論的なトイモデルであり，以下のよ
うに常微分方程式で記述される [2, 3]．成分数もしくは地点数を表す 4以上の整数 J に対して，状
態ベクトル u(t) = (u1(t), · · · , uJ(t))> ∈ RJ は

dui

dt
= (ui+1 − ui−2)ui−1 − ui + F, i = 1, . . . , J, (1)

に従う．ただし，初期値を u(0) = u0 ∈ RJ とし，u−1 = uJ−1，u0 = uJ，uJ+1 = u1という周期
境界に相当する条件を課す．F ∈ R は全地点に一様な外力を表す．方程式 (1)の右辺第 1項は非
線形な移流を表しており，第 2項は散逸を表す．空間周期的に配置された J 個の地点で変動する
仮想的な物理量を模したモデルである．後で説明する「カオス的な性質」が気象の時間発展と似
ていることから典型的なベンチマークモデルとして気象予測のためのデータ同化仮想実験で広く
用いられている．典型的なパラメータは J = 40，F = 8である．

2.2 解とその性質

ここでは，Lorenz 96モデル (1)の微分方程式としての性質について考える1．常微分方程式論の
基本定理と次に示すエネルギー不等式から任意の初期値 u0 ∈ RJ に対し，(1)の滑らかな解 u(t)

が時間大域的に存在することがわかる．この解 uについて，以下のエネルギー不等式が成り立つ．

‖u(t)‖2 ≤ e−t‖u(0)‖2 + JF 2(1− e−t).

これを用いると，解の軌道が有界な集合に吸い込まれることがわかる．つまり，K = 2JF 2に対
して閉球 B = {‖u‖2 ≤ K}を定義すると，任意の u0 ∈ RJ について，ある時刻 T = T (‖u0‖) > 0

が存在して，任意の t ≥ T で u(t) ∈ Bが成り立つ．
これまでの議論で解が有界な範囲に落ち着くことはわかったが，Lorenz 96モデルは（パラメー

タによっては）初期値がわずかにずれると軌道の差が指数的に拡大するという性質を持つ．これ
は初期値鋭敏性もしくは軌道不安定性と呼ばれる．次のように特徴づけられる．任意の u0 ∈ Bと
v0 ∈ RJ について，これらを初期値とする Lorenz 96モデルの解をそれぞれ u(t)，v(t)と書くと
以下が成り立つ．

‖u(t)− v(t)‖ ≤ eβt‖u0 − v0‖． (2)

ただし，β = 2
√
2JF − 1である．この βは時間に対する誤差拡大率の上限として解釈できる．な

お，(2)が成り立つために初期誤差 ‖u0 − v0‖が微小である仮定は必要ない．

2.3 数値計算による予測

前節で Lorenz 96モデルの解の性質を確認したが，実際に未来の状態を予測するには微分方程
式を解く必要がある．解析的に解くことはできないので，数値計算を用いる方法を紹介する2．以

1詳細は「データ同化の数理」（https://kotatakeda.github.io/math/book）で解説予定である．こちらが未完成
の場合は [4]の 2章を参照せよ．

2詳細は「データ同化の数理」（https://kotatakeda.github.io/math/book）で解説予定である．
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下では一般の常微分方程式

du

dt
= f(t,u), u(0) = u0

を考える．刻み幅∆t > 0を考えて，離散的な時間ステップ tn = n∆tで u(n∆t)の近似解 unを
計算する 3．最も単純な解法は Euler法と呼ばれ，微分の定義から安直に離散化して得られる方法
である．

un+1 = un +∆tf(tn,un), n = 0, 1, . . . ,

Euler法は u(∆t)の Taylor展開の 1次まで一致する近似解 u1を計算することから 1次精度の解
法と呼ばれる．つまり，

‖u1 − u(∆t)‖ = O((∆t)2)

が成り立つ．この 1ステップでの誤差を局所誤差と呼ぶ．以下は（4段 4次の）Runge-Kutta法と
呼ばれる解法である． 

k1 = ∆tf(tn,un),

k2 = ∆tf(tn + 1
2∆t,un + 1

2k1),

k3 = ∆tf(tn + 1
2∆t,un + 1

2k2),

k4 = ∆tf(tn +∆t,un + k3),

un+1 = un +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).

単に，Runge-Kutta法と呼ばれることもあるこの解法は 4次精度であり，

‖u1 − u(∆t)‖ = O((∆t)5)

が成り立つ．Euler法と比較すると，Runge-Kutta法は，∆tを小さくした時により速く真の解に
収束する．他にも常微分方程式の数値解法は存在するが，ここではこの 2つの紹介に留める．こ
こまでに示した誤差評価には，数値を有限桁で表現する（浮動小数点数を用いる）ことに由来す
る「丸め誤差」の影響は考慮されていない．丸め誤差も含めた誤差評価については，例えば [6]な
どを参照せよ．

3 データ同化
3.1 データ同化問題の定式化

一定間隔で得られる観測データを用いたデータ同化問題を定式化する際には，次の（離散時間
の）状態空間モデルを考えると便利である4．時刻を n = 0, 1, . . . とする．{

un+1 = Ψ(un), ノイズなし時間発展モデル，
yn+1 = h(un+1) + ξn+1, ノイズあり観測モデル．

(3a)
(3b)

3n = 0の時，初期値の記号 u0 と近似解の記号 u0 が重複するが気にしないことにする．
4詳細は「データ同化の数理」（https://kotatakeda.github.io/math/book）で解説予定である．こちらが未完成

の場合は [4]の 3章を参照せよ．
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ここで，状態次元Nx ∈ Nに対し，Ψ : RNx → RNx はノイズがない時間発展モデルであり予測に
用いられる．一方で，観測次元Ny ∈ Nに対し，h : RNx → RNy は観測関数であり，ξn+1 ∈ RNy

は観測ノイズと呼ばれ，モデリングに由来するバイアスや測定での統計的な誤差を表す．これ以
降では，バイアスのない統計的な観測ノイズのみに制限し，独立同分布なガウスノイズ

ξn
i.i.d∼ N (0, R) (4)

と仮定する．観測誤差共分散行列R ∈ RNy×Ny は対称正定値とする．
例として，2.3節で説明した常微分方程式の時間離散化を時間発展モデル (3a)として扱うことが

多い5．このため，連続時間のモデル方程式を扱う場合には Lorenz 96モデル（常微分方程式）+
Runge-Kutta法（数値解法）のような組み合わせではじめて時間発展モデルが定まる．
データ同化問題（特に，フィルタリング問題）とは，各時刻 n ∈ Nでその時刻までに得られて

いる観測時系列 y1, . . . ,ynの関数として，真の状態 unの推定値を計算することである．この際，
状態空間モデル (3)やノイズの分布 (4)は既知とする．観測データに統計的なノイズが含まれてい
ることを想定しているので，統計的に良い推定を考える必要がある．一つの方法は二乗誤差の期
待値を最小化する推定を最適推定と定めることである．この場合，最適推定は条件付き期待値に
なることが知られている [7]．このように状態の推定値を計算することを目的とする場合は点推定
と呼ばれる．
点推定に対して，分布の推定問題として状態推定を拡張するのがベイズ的データ同化問題であ

る．目的は観測時系列 y1, . . . ,ynに対する状態unの条件付き分布 p(un | y1, . . . ,yn)を計算するこ
とに拡張される．ただし，確率密度関数で分布を表すことにする．条件付き分布 p(un | y1, . . . ,yn)

は推定分布やフィルタ分布とも呼ばれる．
天気予報などの実運用では，固定された時間区間ではなく，時間経過とともに観測データが増

える状況が想定される．この場合は，逐次データ同化と呼ばれるアプローチが取られる．初期の
推定分布を p(u0)として，以下の 2ステップを繰り返すことで，推定分布 p(un | y1, . . . ,yn)を逐
次的に得る．

(I) 予測: 時間発展モデル (3a)に従って，時刻 nの推定分布の不確実性を伝播させ，予測分布
p(un+1 | y1, . . . ,yn)を得る．

p(un+1 | y1, . . . ,yn) = p
(
Ψ−1(un+1) | y1, . . . ,yn

)
. (5)

ただし，Ψ−1は逆像の意味である．

(II) 解析: 観測モデル (3b)から決まる尤度 p(yn+1 | un+1)とベイズの公式に基づいて，予測分
布を条件づけることで時刻 n+ 1における推定分布を得る．

p(un+1 | y1, . . . ,yn+1) =
p(yn+1 | un+1)p(un+1 | y1, . . . ,yn)∫

p(yn+1 | u)p(u | y1, . . . ,yn) du
(6)

ここで，尤度 p(y | u)とは状態 uが与えられた時の観測値 yの条件付き確率密度関数を uの関数
として捉えたものである．

5ただし，数値誤差が無視もしくは抽象的に扱われていることがほとんどである．数値誤差を詳細に考慮したデータ
同化の理論解析はまだ発展していない．
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4 データ同化アルゴリズム
4.1 カルマンフィルタによるデータ同化

ある状態遷移行列M ∈ RNx×Nx と観測行列H ∈ RNy×Nx を用いて (3)が以下の線形系で与えら
れる場合を考える．{

un+1 = Mun, ノイズなし線形時間発展モデル，
yn+1 = Hun+1 + ξn+1, ノイズあり線形観測モデル．

(7a)
(7b)

さらに，正定値行列 P0 ∈ RNx×Nx に対して，初期分布がガウス分布 p(u0) = N (0, P0)であるとす
る．この時，逐次データ同化 (5)-(6)で得られる予測分布及び推定分布は全てガウス分布となる [1,
5]．このため，予測分布を (mf

n, P
f
n)，推定分布を (ma

n, P
a
n)と書くと，カルマンフィルタ（Kalman

filter: KF）と呼ばれる以下の更新式が得られる6．

(I) 予測: 推定分布の線形変換により予測分布の平均と共分散が得られる．

mf
n+1 = Mma

n, (8)
P f
n+1 = MP a

nM
>. (9)

(II) 解析: 確率密度関数の指数を平方完成することで，推定分布の平均と共分散が得られる．

ma
n+1 = mf

n+1 +Kn+1(yn+1 −Hmf
n+1), (10)

P a
n+1 = (I −Kn+1H)P f

n+1. (11)

ここで，カルマンゲインKnは次式

Kn = P f
nH

>(HP f
nH

> +R)−1

で与えられ，観測の食い違いに基づく状態更新の重みとして解釈できる．

カルマンフィルタは線形系にしか適用できないので，非線形系への拡張として，拡張カルマンフィ
ルタ（Extended Kalman filter: ExKF）が知られている．線形時間発展モデル (7a)の代わりに，
一般の時間発展モデル (3a)を考える場合は

(I) 予測: 平均は非線形に発展し，共分散はヤコビ行列 Jn = DΨ(un)で計算する．

mf
n+1 = Ψ(ma

n), (12)
P f
n+1 = JnP

a
nJ

>
n . (13)

(II) 解析: KFと同様である．

非線形系のデータ同化問題では，平均と共分散のみで推定分布を表すことはできないため，ExKF
は非線形系で計算できるように，無理やり定義したアルゴリズムとなっている．このため，ExKF
を用いた状態推定は分布としての解釈はできない．

ExKFでは，非線形写像による共分散行列の発展を線形化を用いて近似している．この時の誤差
の影響で状態推定精度が著しく悪化する場合がある．このような状況において，状態推定を「安定

6https://kotatakeda.github.io/math/bookの「データ同化の数理」の 10章も参照せよ．
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化」させるためのテクニックとして，共分散インフレーションが知られている．予測共分散 P f
n+1

は時刻 n+1における，予測の不確実性を評価したものだが，インフレーションパラメータ α ≥ 1

を導入して，

P f
n+1 → α2P f

n+1

のようにインフレーションさせる．予測の不確実性を大きめに見積もるのである．うまくパラメー
タ αを調整することで，状態推定精度が向上する可能性がある．

4.2 データ同化アルゴリズムの検証

データ同化アルゴリズムを検証するための標準的な方法として，OSSE（Observing System
Simulation Experiment）または双子実験と呼ばれる枠組みがある．実際の観測データではな
く，数値モデルから直接生成されたデータのみを使用する．OSSEの標準的な手順は以下の通りで
ある．最終時刻をN ∈ Nとする7．

1. 適当な初期値 u0から (3a)に従い，真の解 (un)
N
n=1 を数値的に計算する．

2. (3b)に従い，観測データ (yn)
N
n=1 を生成する．

3. 適当な初期値 ua
0と観測データ (yn)

N
n=1に対して，逐次的にデータ同化アルゴリズムを適用

し解析値 (ua
n)

N
n=1 を得る．

4. 各時刻 n = 1, . . . , N について，un と ua
n の誤差を計算する．

状態推定誤差を評価する標準的な指標としてRMSE（Root Mean Square Error）がある．

RMSEn =

√√√√ 1

Nx

Nx∑
i=1

|(ua
n)i − (un)i|2 =

‖ua
n − un‖√
Nx

.
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