
11. Spectral Expansions

竹田航太

2021年 2月 1日

1 Karhuen Loéve Expansion

Definition 1.1 (Setting). 11.1の設定をする．

• (Ω,F , µ) , 確率空間．
• X ⊂ Rd: 領域．
• U : X × Ω → R: 確率過程で以下を満たす．

– ∀x ∈ X , U(x) ∈ L2(Ω)

– ∀x ∈ X , Eµ[U(x)] = 0

– CU (x, y) = Eµ[U(x)U(y)]が well-definedで (x, y)について連続．

Definition 1.2 (Mercer kernel). X : 第１可算空間とする．K : X × X → Rが Mercer kernel
def⇔ K は以下を満たす．

(1) K は連続．
(2) K は対称．
(3) K は半正定値. (i.e ∀n ∈ N,∀x1, · · · , xn ∈ X に対して Gram行列

G :=

 K(x1, x1) · · · K(x1, xn)
...

. . .
...

K(xn, x1) · · · K(xn, xn)


が半正定値．)

*第１可算空間 X : 位相空間 X で各点 x ∈ X が高々可算の基本近傍系を持つ

Lemma 1.3 (正定値 kernel). K : X ×X → Rが対称かつ半正定値とする．このとき以下が成り
立つ

(1) ∀x ∈ X ,K(x, x) ≥ 0

(2) ∀x, y ∈ X ,K(x, y)2 ≤ K(x, x)K(y, y)
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Proof. (1):半正定値性から n = 1とすると明らか．
(2):半正定値性から n = 2, x, y ∈ X とすると

G =

[
K(x, x) K(x, y)
K(y, x) K(y, y)

]
は半正定値なので固有値は非負であり行列式は固有値の積に等しいので非負であり対称性も考慮す
ると

det(G) ≥ 0

⇔ K(x, x)K(y, y)−K(x, y)K(y, x) ≥ 0

⇔ k(x, y)2 ≤ K(x, x)K(y, y)

が成り立つ．

Lemma 1.4. X : 局所コンパクトハウスドルフ空間，µ : X 上の測度，K : X ×X → Rが対称か
つ連続でK ∈ L2(X × X , µ⊗ µ)とする．このとき以下が成り立つ

(1) Tk : L2(X ) → L2(X )を

(Tkf)(x) :=

∫
X
K(x, y)f(y)dµ(y)

で定めると Tk ∈ B(L2(X ))で特に Hilbert Schmidt作用素．
(2) K が半正定値 ⇔ Tk が半正定値 (i.e ∀f ∈ L2(X ), 〈Tkf, f〉L2(X ) ≥ 0)

Proof. (⇒)について，f ∈ C0(X )の場合 Riemann和はK の半正定値性から非負∑
i,j

K(xi, xj)f(xi)f(xj)µ(Ei)µ(Ej) ≥ 0

f ∈ L2(X )の場合 f̃ ∈ C0(X )で近似する．
(⇐) について x1, · · · , xn ∈ X と a1, · · · , an ∈ R に対して xi ∈ Ei(i = 1, · · ·n) となるように
とって

f(x) =

n∑
i=1

ai
µ(Ei)

χEi ∈ L2(X )

とおくと ∑
i,j

K(xi, xj)aiaj ≥ 〈Tkf, f〉L2(X ) ≥ 0

Theorem 1.5 (Mercer). (X , µ) : X が局所コンパクトハウスドルフであるような完備 Borel測
度を持つ測度空間．K : X × X → RをMercer kernelで x 7→ K(x, x) ∈ L1(X , µ;R)とする．こ
のとき以下が成り立つ
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(1) 以下で有界線形作用素 Tk : L2(X ) → L2(X )が定まる．

(Tkf)(x) :=

∫
X
K(x, y)f(y)dµ(y)

(2) Tk の固有関数からなる L2(X )の正規直交基底 (ψn)n∈N が存在し対応する固有値 (λn)n∈N

は非負となる．
(3) 以下の展開が X の任意のコンパクト集合上で絶対一様収束する．

K(x, y) =
∑
n∈N

λnψn(x)ψn(y)

Proof. 可積分性と半正定値性:

Lemma1.3(2)と x 7→ K(x, x) ∈ L1 から∫
X×X

|K(x, y)|2dxdy ≤
(∫

X
|K(x, x)|dx

)2

<∞

よりK ∈ L2(X × X )なので Lemma 1.4 から Tk ∈ BHS(L
2(X )) ∩B+(L

2(X ))．
L2 展開:

HIlbert Schmidtの理論から非負固有値 (λn)n∈N と対応する固有関数からなる L2(X )の正規直交
基底 (ψn)n∈N が存在して,

Tk =
∑
n∈N

λnψn ⊗ ψn (1.1)

(ただし，∀f, g, h ∈ L2(X ), (f ⊗ g)h = 〈h, g〉L2(X )f とする)．さらに

K(x, y) =

∞∑
n=1

λnψn(x)ψn(y) in L2(X × X ) (1.2)

固有関数の連続性と対角での収束:

K の連続性から λn 6= 0のとき ψ(x) = 1
λn

∫
X K(x, y)ψn(y)dy は連続．KN (x, y)を以下で定める

と連続である．

KN (x, y) := K(x, y)−
N∑

n=1

λnψn(x)ψn(y) =

∞∑
n=N+1

λnψn(x)ψn(y)

(1.2) から最後の等式は L2(X × X ) での収束の意味で成り立つ．KN から自然に定まる積分作用
素を TKN

とかく．今，∀f ∈ L2(X )に対して固有関数の直交性から

〈TKN
f, f〉L2(X ) =

∞∑
n=N+1

λn〈f, ψn〉2 ≥ 0

これより ∀x ∈ X ,KN (x, x) ≥ 0がわかる．(∵ もし ∃x0 ∈ X s.t. KN (x0, x0) < 0とすると KN

の連続性から ∃δ > 0 s.t. ∀(x, y) ∈ (x0 − δ, x0 + δ)2,KN (x, y) < 0 ここで，(x0 − δ, x0 + δ)2 で
正，その他で 0となるような f ∈ L2(X )をとると 〈TKN

f, f〉L2(X ) < 0) 以上から

K(x, x)−
N∑

n=1

λnψn(x)
2 ≥ 0
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よって各 x ∈ X で∑N
n=1 λnψn(x)

2 は N → ∞で収束し∑∞
n=1 λnψn(x)

2 ≤ K(x, x)

2変数での各点収束:

X の任意のコンパクト集合 C をとる．M := maxx∈C K(x, x)とすると (x, y) ∈ C × C で∣∣∣∣∣
N∑

n=1

λnψn(x)ψn(y)

∣∣∣∣∣
2

≤
N∑

n=1

λnψn(x)
2

N∑
n=1

λnψn(y)
2

≤M

N∑
n=1

λnψn(x)
2

≤MK(x, x)

である．この評価は y について一様なので∑∞
n=1 λnψn(x)ψn(y) は各 x で y について一様収束．

収束先を B(x, y)とおく．
一様収束:

x ∈ C を固定する．∀f ∈ C(X ) ∩ L2(X )に対し，B(x, y)の収束は y について一様より

〈B(x, ·), f〉L2(X ) =

∞∑
n=1

λnψn(x)〈ψn, f〉L2(X ) = 〈K(x, ·), f〉L2(X )

今，f = K(x, ·)−B(x, y) ∈ C(X )∩L2(X )とおくと ‖K(x, ·)−B(x, ·)‖2L2(X ) = 0 よって連続性
から ∀y ∈ X で

K(x, y) = B(x, y)

特に任意の X のコンパクト集合 C 上で，

K(x, x) = B(x, x) =

∞∑
n=1

λnψn(x) (各点収束)

正値連続関数の級数がコンパクト集合上で各点収束するので Diniの定理から一様収束する．さら
に Cauchy-schwarzの不等式から∣∣∣∣∣

N∑
n=1

λnψn(x)ψn(y)

∣∣∣∣∣
2

≤
N∑

n=1

λnψn(x)
2

N∑
n=1

λnψn(y)
2

なので
K(x, y) =

∞∑
n=1

λnψn(x)ψn(y)

は X の任意のコンパクト集合上で一様収束．

Theorem 1.6 (Karhuen Loève). U : X × Ω → R, 連続確率過程で U ∈ L2(X ) µ.a.s.とする．
さらに，Eµ[U(x)] ≡ 0, CU ∈ L2(X × X )とする．
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このとき，U は L2 で展開できる．i.e.

U =
∑
n∈N

Znψn (1.3)

収束の意味は l.i.m.L2(X , dx;R)であり，X の任意のコンパクト set上で一様．(ψn)n∈N は CU の
固有関数で対応する固有値 (λn)n∈N は非負．Zn :=

∫
X U(x)ψn(x)dxは確率変数．

また，Eµ[Zn] = 0,Eµ[ZnZm] = λnδmn が成り立つ．

2 Winner Hermite Polynoimal Chaos

Definition 2.1 (Hermite多項式). Hn(x) = (−1)ne−x2 d
dxe

−x2 を満たす多項式を Hermite多項
式という．定数倍の自由度があるがここでは最高次数を 1とする．

Remark 2.2. Hermite多項式の性質をまとめる．

(1) (Hn)n∈N0
は L2(R, γ;R)の直交基底となる．(ただし，γ = N(0, 1))

(2) d
dxHn(x) = nHn−1(x)

(3) Hn(x+ h) =
∑n

k=0 nCkh
n−kHek(x)

その他，多数の特筆すべき性質を持つがここでは省略．

Definition 2.3 (Winner-Hermite polynomial chaos expansion). R値確率変数 U ∈ L2(R, γ;R)
のWinner-Hermite polynomial chaos expansionは (Hn)n∈N0 による U の直交展開．
つまり，

U =
∑
n∈N0

unHen

という展開．ただし，係数は

un =
〈U,Hen〉L2

‖Hen‖2L2

=
1

n!
√
2π

∫
R
U(x)Hen(x)e

−x2/2dx

で定まる．

Example 2.4. 対数正規分布を展開．
X ∼ N(m,σ2)に対して確率変数 Y = eX のWinner-Hermite polynomial chaos expansionを
考える．x ∼ N(0, 1)すると X = m+ σxと書け，Y = em+σx

yk =
〈em+σx,Hek〉L2

‖Hek‖2L2
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を計算する．性質 (3)と Hermite多項式の直交性を使うと

yk =
em

k!

1√
2π

∫
R
eσxHek(x)e

−x2/2dx

=
em+σ2/2

k!

1√
2π

∫
R
Hek(x)e

−(x−σ)2/2dx

=
em+σ2/2

k!

1√
2π

∫
R
Hek(w + σ)e−w2/2dw

性質 (3)

=
em+σ2/2

k!

1√
2π

∫
R

k∑
j=0

(
k

j

)
σk−jHej(w)e

−w2/2dw

E[Z] = 〈Z,He0〉L2(γ)とかける．

=
em+σ2/2

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
σk−j〈Hej ,He0〉L2(γ)

Hermite多項式の直交性

=
em+σ2/2σk

k!

がわかる．

3 Wavelet Basis and Besov Space

non-gaussianの samplingを行うための良い関数空間を作りたい．必要なものは良い L2 の基底
と係数の減衰をうまくコントロールしたノルムである．そのために wavelet basisがある．

Definition 3.1 (wavelet basis). f : Rd or Td 上の関数に対し，jscaled, kshifted version を
fj,k := f(2jx− k)で定める．
scaling functionϕ̃ : R →と multiresolution analysis(Vj)j∈Zs.t. Vj :closed sub space of L2(R)
を以下を満たすものとして定める．

(a) j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1

(b) ∪j∈ZVj = L2(R)かつ ∩j∈ZVj = {0}
(c) j, k ∈ Z, f ∈ V0 ⇒ fj,k ∈ Vj

(d) V0 = span{ϕ̃0,k; k ∈ Z}
(e) ∃A,B > 0s.t. ∀(ck)k∈Z ∈ ℓ2(Z), A‖(ck)‖ℓ2 ≤ ‖

∑
k∈Z ckϕ̃0,k‖L2(R) ≤ B‖(ck)‖ℓ2

さらに

ϕ̃ =
∑
k∈Z

ckϕ̃(2x− k)

6



という自己相似関係を満たす scalling function ϕ̃に対して，mother wavelet ψ̃ : R → Rを

ψ̃ :=
∑
k∈Z

(−1)kck+1ϕ̃(2x+ k) =
∑
k∈Z

(−1)kc−k+1ϕ(2x− k) (3.1)

で定める．

Remark 3.2. (1) mother wavelet ψ̃ の scaled and shifted copiesが求めていた L2(R)の基底
である．

(2) f, g ∈ V0, f ⊥ g ⇒ fj ⊥ gj

(3) j ∈ Zに対し，(2j/2ϕj,k)k∈Z は Vj の正規直交基底．

Remark 3.3 (mother waveletの由来). multiresolution analysis(Vj)j∈Z ⊂ L2(R)が与えられた
とき

Wj := V ⊥
j in Vj+1

と (Wj)j∈Z を定めると以下が成り立つ．

(1) Wj ⊥Wj′ (j 6= j′)

(2) L2(R) =
⊕

j∈ZWj

(3) g ∈Wj ⇒ gj,k ∈Wj

(4) Wj = span{ψ̃j,k; j ∈ Z, k = 0, · · · , 2j − 1}

*mother wavelet ψ̃ は Vj の VJ+1 に対する直交補空間Wj の基底を与えるための関数なので定義
(3.1)のように決められる．

次に T上の wavelet basisを構成する．

Definition 3.4 (L2(T) の wavelet basis). scaling function ϕ̃ : R → R と mother wavelet

ψ̃ : R → Rに対して

ϕj,k(x) :=
∑
s∈Z

ϕ̃(2j(x+ s)− k)

ψj,k(x) :=
∑
s∈Z

ψ̃(2j(x+ s)− k)

と定め，ϕ = ϕ0,0, ψ = ψ0,0 とする．関数空間を

Vj :=

{
{ϕ} (j ∈ Z \ N)
span{ϕj,k; k = 0, · · · , 2j − 1} (j ∈ N)

Wj := span{ψj,k; k = 0, · · · , 2j − 1}

{2j/2ψj,k; j ∈ N0, k = 0, · · · , 2j − 1}を wavelet basisといい，L2(T)の正規直交基底となる．
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Definition 3.5 (L2(Td)のwavelet basis). indexをひとつ増やして ν ∈ {0, 1}d\{(0, · · · , 0)}, j ∈
N0, k ∈ {0, 1, · · · , 2k − 1}d に対して

ψν
j,k := 2dj/2ψν1

j,k1
· · ·ψνd

j,kd

で定める．ただし，ψ0 = ϕ, ψ1 = ψ.

L2(Td) の wavelet basis は {ψν
j,k; j ∈ N0, k ∈ {0, 1, · · · , 2k − 1}d, ν ∈ {0, 1}d \ {(0, · · · , 0)}}

となる．

Definition 3.6 (Besov space). 1 ≤ p, q < ∞, s > 0 に対して，u =
∑

j,k,ν u
ν
j,kψ

ν
j,k の

Besov(p, q, s)ノルムは∥∥∥∥∥∥
∑
j,k,ν

uνj,kψ
ν
j,k

∥∥∥∥∥∥
Bsp,q(Td)

:=
∥∥∥j 7→ 2js2jd(

1
2−

1
p )‖(k, ν) 7→ uνj,k‖ℓp

∥∥∥
ℓq(N0)

=

∑
j∈N0

2js2jd(
1
2−

1
p )

∑
k,ν

|uνj,k|p
q/p


1/q

で定まる．Besov空間 Bs
p,q(Td)は以下で定義する．

Bs
p,q(Td) := {u ∈ L2; ‖u‖Bsp,q(Td) <∞}

∥·∥
Bsp,q(T

d)

Theorem 3.7 (Fernique like theorem). 1 ≤ p <∞, s > 0, U を

U :=
∑
l∈N

l−( sd+
1
2−

1
p )κ

− 1
p
ξlψl

で定義する．このとき t ∈ Rに対して以下は同値

(1) ‖U‖Xs,p <∞ a.s. ξ

(2) E[exp(α‖U‖pXs,p)] <∞ ∀α ∈ (0, κ2 )

(3) t < s− d
p

さらに，上記の条件が満たされているとき ∃r∗ > 0s.t. ∀α ∈ (0, κ
2r∗ )

E[exp(α‖U‖Ct)] <∞

Proof. [1], [2]による．

Definition 3.8 (Haar function). Gibbs 現象を回避するための L2 基底の一つである Haar

waveletsを定義する．

• Haar scalling function ϕ : R → Rを ϕ(x) := 1[0,1)(x)
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• scale j ∈ N0, shift k ∈ {0, · · · , 2j − 1} に対して，ϕj,k(x) := 2j/2ϕ(2jx − k)

Vj :=span{ϕj,0, · · · , ϕj,2j−1}
• Haar func ψ : R[0, 1) → Rを

ψ(x) :=


1 0 ≤ x ≤ 1

2

−1 1
2 ≤ x ≤ 1

0 otherwise

• Haar waveletを j ∈ N0, k ∈ {0, · · · , 2j − 1}に対して，ψj,k(x) := 2j/2ψ(2jx− k)

Lemma 3.9. ∀j, j′ ∈ N0,∀k ∈ {0, · · · , 2j − 1},∀k′ ∈∈ {0, · · · , 2j − 1}

(1)
∫ 1

0
ψj,k(x)dx = 0

(2)
∫ 1

0
ψj,k(x)ψj′,k′(x)dx = δj,j′δk,k′

Definition 3.10 (Wiener-Haar Expansion). U ∈ L2(µ)のWiener-Haar Expansionとは

U(ξ) =
∑

j0∈N0

2j−1∑
k=0

uj,kψj,k(Fθ(ξ))

で定める．Wj,k(ξ) = ψj,k(Fθ(ξ))とかく．

Remark 3.11. Wiener-Haar ExpansionはWiener-Hermite Expansionとは異なるが似たよう
な性質を持つ．
内積:

〈Wj,kWj′,k′〉µ =

∫
R
Wj,k(ξ)Wj′,k′(ξ)dµ(ξ)

=

∫
R
Wj,k(ξ)Wj′,k′(ξ)ρθ(ξ)dξ

x = Fθ(ξ) で変換∫ 1

0

ψj,k(x)ψj′,k′(x)dx

= δj,j′δk,k′

これより {Wj,k; j ∈ N0, k ∈ {0, · · · , 2j − 1}}は L2(µ)の完全正規直交基底を作る．
係数:

uj,k = 〈UWj,k〉µ =

∫
R
U(ξ)Wj,kρθ(ξ)dξ =

∫ 1

0

U(F−1(x))ψj,k(x)dx

平均・分散:

E[U ] = u0

V [U ] = E[|U − E[U ]|2] =
∑
j∈N0

2j−1∑
k=0

|uj,k|2
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4 Generalized Polynomial Chaos

Definition 4.1 (germなど). Rd 値確率変数 θ = (θ1, · · · , θd)が stochastic germ
def⇔ i 6= k のと

き θi と θj は独立．
θ の rangeを Ω = Ω1 × · · · × Ωd ⊂ Rd とかく．
θ の分布を µ = µ1 × · · · × µd ∈ M1(Ω)とかく．

Definition 4.2 (多項式系). Pd := R[Rd]: d変数多項式環とし，p ∈ N0 に対して Pd
≤p を Pd の

p次以下の多項式への制限とする．
Γp(⊂ Pd

≤p): Pd
=p を張る多項式系で互いに直交し，Pd

≤p−1 に直交するものとする．

Example 4.3 (Stochastic Process). 確率過程 U : Ω×X → Rが square integrableとする．(i.e.

∀x ∈ X , U(·, x) ∈ L2(Ω, dµ),∀θ ∈ Ω, U(θ, ·) ∈ L2(X , dx))

L2(Ω, µ;R)⊗ L2(X , dx;R) ' L2(Ω×X , µ⊗ dx;R)
' L2(Ω, µ;L2(X , dx))

なので 3 通りの見方ができるが普通は L2(Ω, µ;R) の直交多項式基底 (ψk)k∈N0
をとって確率場

(random field)U のの L2 展開が gPCである．

U(θ, x) =
∑
k∈N0

uk(x)ψk(θ)

uk : X → Rは stochastic modeと呼ばれる．以下が成り立つ．

• E[U(x)] = u0

• V [U(x)]
∑

k∈N u
2
k(x)〈ψ2

k〉
• CU (x, y) =

∑
k∈N uk(x)uk(y)〈ψ2

k〉

Example 4.4 (Changeof gPC basis). 異なる gPC 基底間の展開係数の変換を考える．
(ψk)k∈N0 , (ϕk)k∈N0 をそれぞれ µ, ν からできる gPC basis とする．supp(µ) = supp(ν) であり，
∀k ∈ N, ψk ∈ L2(ν), ϕk ∈ L2(µ)とする．
このとき以下の展開で双方向の変換が意味を持つ．

U =
∑
k∈N0

ukψk =
∑
k∈N0

vkϕk

ψk → ϕl: 上の展開で ϕl との L2(ν)内積を取ると

〈Uϕl〉ν =
∑
k∈N0

uk〈ψkϕl〉ν = vl〈ϕ2l 〉ν

から

vl =
∑
k∈N0

uk〈ψkϕl〉ν
〈ϕ2l 〉ν
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逆も同様にして

ul =
∑
k∈N0

vk〈ϕkψl〉µ
〈ψ2

l 〉µ
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